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第 一 编 代数 结构 


第 一 讲 代数 结构 


豆 . Gartan ( 索 尔 本 大 学 教授 ) 


1. 引 


近 几 十 年 来 ， 我 们 目睹 到 代数 在 数学 中 名 副 其 实地 到 处 
渗透 ， 特 别 是 二 十 年 代 以 后 , 在 了 B. 诺 特 的 推动 下 ， 数 学 家 日 
益 清 楚 地 意识 到 代数 的 基本 概念 在 数学 的 几乎 所 有 分 支 中 所 
起 的 作用 ; 更 确切 地 说 , 例如 ， 他 们 意识 到 有 可 能 把 纯 代 数 中 
某 些 多 少 算是 深刻 的 定理 用 来 考虑 分 析 问 题 . 诚然 ,这 种 应 
用 本 身 并 非 今日 方 有 (尤其 应 当 提 到 上 世纪 末 李 氏 理论 的 发 
展 ); 特别 新 颖 的 东西 才能 引起 人 们 的 注意 . 

随 着 目前 数学 的 这 种 代数 化 ， 任 何 研究 人 员 再 也 不 能 无 
视 近 世代 数 这 一 必 不 可 少 的 工具 了 反之 , 代数 也 从 这 种 形 
势 下 得 益 不 浅 , 因为 拓扑 与 分 析 不 断 向 代数 提出 一 些 新 问题 ， 
产生 了 几 十 年 前 也 许 几 乎 无 法 想象 的 进展 . 

中 学 的 数学 教学 , 至 少 在 最 后 一 个 学 年 , 理应 受到 这 个 演 
变 的 影响 、 如 果 说 要 重视 新 观点 ， 问 题 无疑 不 在 修订 教学 
纲 , 而 在 如 何 阐述 古典 理论 。， 这 无 疑 就 是 法 国 数学 会 发 起 组 
织 这 一 系列 讲座 的 理由 . : 

然而 和 数 是 什么 呢 ? 用 几 句 话 给 出 代数 的 定义 ， 使 得 代 
数 与 其 他 数学 分 枝 的 界限 一 目 了 然 , 这 是 不 容易 的 .诚然 , 在 
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科学 发 展 的 每 个 时 期 ， 每 位 数学 家 对 什么 是 代数 与 什么 不 是 
代 梁 的 看 法 是 足够 清楚 的 ， 但 是 任何 明确 的 定义 在 以 后 科学 
的 发 展 中 都 有 变 得 陈旧 或 过 于 狭隘 的 危险 . 事实 上 , 不 可 能 
预先 给 代数 刘 定 什么 不 可 逾越 的 范围 (任何 科学 分 文 的 情形 
也 是 如 此 ), 因为 无 法 预见 到 在 欣 索 过 程 中 会 显现 出 哪些 新 领 
域 . 

粗略 地 说 ， 可 以 认为 代数 是 研究 对 一 个 或 几 个 集合 的 元 
娄 施 行 的 茶 些 运算 ,而 不 考虑 这 些 元 素 本 身 的 性 质 ， 对 于 给 
了 某 些 运算 的 一 个 集合 ， 一 切 所 能 阐述 的 内 容 也 完全 适用 于 
与 它 同 构 的 任何 其 他 集合 (后 文中 要 介绍 同 构 的 概念 ).。 对 代 
数 的 这 种 理解 可 能 一 个 世纪 以 来 都 占 上 风 ， 然 而 最 近 的 进展 
无 疑 必 将 使 代数 扩大 其 过 于 狭窄 的 范围 ， 因 而 上 述 理 解 今 日 
可 能 已 经 过 时 了 . 这里， 我 们 只 限于 用 几 个 例子 来 说 明 我 所 
谓 的 经 典 的 代数 概念 ， 至 于 开创 了 目前 某 些 进展 的 那些 新 观 
点 , 过 几 十 年 再 让 别人 向 读者 说 明 吧 ! 


从 算术 起 就 有 了 运算 的 概念 ，. 运算 是 一 个 法 则 : 对 于 两 
个 元 素 & 与 0， 相应 地 给 出 一 个 元 素 c( 元 素 。 有 了 时 称 为 4 与 
2 的 和 , 有 时 称 为 它们 的 积 , 有 时 还 有 另外 的 名 称 )， 其 实 , 这 
里 不 过 就 是 一 个 函数 的 概 您 : 给 了 三 个 集合 4. 与 0O, 考虑 
由 元 素 46€ 4 与 元 素 2E 了 形成 的 偶 对 (cc， 5) 的 集合 , 叫做 4 
与 B 的 积 集合 , 记 作 4XxB 于 是 , 一 个 运算 就 是 定义 在 集合 
4x 妃 上 并 在 集合 C 中 取 值 的 函数 . 我 们 也 说 ， 运 算是 把 4 
X 了 已 上映 入 C 的 一 个 映射 . 

一 个 重要 情形 是 这 三 个 集合 4、B 与 0 相同 的 情形 ， 此 
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时 , 考虑 的 是 一 个 孜 射 记 4x 4->4, 这 样 的 函数 叫做 内 会 成 
法 则 .。 如 时 只 假定 B=0, 则 得 到 所 请 的 外 合成 法 则 : 即 是 
把 4xB 瞎 入 B 的 函数 . 此 时 , 每 个 元 素 <cE 4 确定 一 个 把 
B 映 入 B 的 映射 , 即 是 与 5 相应 的 是 f(g, 分. 不 过 ,把 B 映 
入 五 的 映 寻 也 称 作 B 的 一 个 变换 , 于 是 外 合成 法 则 相应 于 4 
的 每 个 元 素 给 出 B 的 一 个 变换 ; 集合 4 就 叫做 算 子 域 ,并 说 
4 作用 于 也 

下 面 举 几 个 合成 法 则 的 例子 ， 整 数 加 法 ， 与 一 对 整数 对 
应 的 是 一 个 整数 .整数 乘法 也 一 样 ， 这 些 都 是 整数 集合 中 的 
内 合成 法 则 .分数 、 实数 、 复数 的 加 法 与 乘法 , 以 及 一 个 变量 
或 多 个 变量 的 多 项 式 的 加 法 与 乘法 ， 也 都 是 内 合成 法 则 ， 在 
初等 几何 中 有 位 移 概念 ， 我们 知道 相继 施行 位 移 c 与 位 移 5 
就 得 到 一 个 位 移 。。 有 时 称 为 “与 2 的 积 (或 合成 )， 这 样 , 相 
应 于 一 对 位 移 (c, 5b) 我们 得 到 一 个 位 移 ,这 是 位 移 集合 中 的 
内 合成 法 则 . 

下 面 是 另外 一 些 例子 . 设 马 与 二 是 同一 集合 如 的 两 个 
子 集 , 其 交 下 几 了 是 吾 中 同时 属于 马 与 了 的 那些 元 素 组 成 ， 
其 并 五 UY 是 恕 中 至 少 属于 集合 了 与 了 之 一 的 那些 元 素 
组 成 .在 召 的 所 有 子 集 构成 的 集合 4 中, 对 于 侦 对 (X, 了 ) 
相应 地 给 出 交互 门 了 -的 法 则 是 一 个 内 合成 法 则 ; 同样 , 对 于 
(对 ， 了 ) 相 应 地 给 出 并 耻 UY 的 法 则 也 是 4 中 的 内 合成 法 
则 . z 
按照 男 一 种 思路 ， 我 们 也 会 考虑 两 个 整数 a 与 8 以 及 它 
们 的 最 大 公约 数 dla, 5); 映射 (a, 8)>d(m，5) 是 整数 集中 
的 内 合成 法 则 ， 最 小 公 倍 数 人 情形 也 是 一 样 . 

-再 给 出 字 的 例子 . 设 有 集合 召 , 所 谓 “ 字 ”是 指 如 中 元 素 
组 成 的 有 限 序 列 uvwxy, 这 些 元 素 可 以 不 同 , 也 可 以 相同 ,其 
。 号 。 


中 还 有 一 个 “ 空 字 ”, 即 是 空 序列 定义 的 率 。 给 了 两 个 字 tvw 
xy 与 pdrs， 相 继 写 下 这 两 个 字 可 确定 出 一 个 新 字 vwxyP- 
grs， 这 是 吾 的 元 素 生 成 的 字 集 4 中 的 一 个 内 合成 法 则 ， 如 
果 将 字 uvw 与 空 字 合成 , 仍 得 到 同一 个 学 uvw. 

上 述 所 有 例子 都 是 内 合成 法 则 的 例子 . 现在 举 两 个 外 合 
成 法 则 的 例子 … 考虑 初等 几何 中 的 平面 (或 空间 )， 取 定 一 点 
O.、， 对 每 个 实数 如 我 们 使 以 O 为 中 心 , 以 二 为 比例 常数 的 位 
似 与 之 相应 ; 这 是 一 个 变换 .这 里 我 们 得 到 一 个 外 合成 法 则 ， 
其 算 子 域 4 蚌 实 数 的 集合 , 相应 的 集合 B 是 几何 学 中 的 平 
面 (或 空间 ). 

再 考虑 空间 的 “图 形 ”( 例 如 三 角形 )， 一 个 位 移 将 图 形变 
成 图 形 ， 于 是 车 取 位 移 集合 为 4， 空 间 图 形 的 集合 为 B， 就 
得 到 一 个 外 合成 法 则 , 其 算 子 域 是 位 移 集 合 . 

以 后 我 们 几乎 只 讨论 内 合成 法 则 . 


3. 内 合成 法 则 的 各 种 性 质 


结合 性 一 个 合成 法 则 ， 比 如 记 作 乘法 (ab 表示 & 与 0 
的 合成 )， 称 为 结合 的 , 如 果 对 任意 的 4g、 5 与 ce<， 有 (40)c= 
(boc). 

在 上 面 例 子 中 我 们 给 出 的 所 有 内 合成 法 则 部 是 结合 的 . 
容易 给 出 非 结 合法 则 的 例子 ; 对 一 对 实数 (mw, 8), 我 们 使 其 和 
之 半 (@ 十 四 /2 与 之 相应 ; 立即 可 以 验 明 这 个 法 则 不 是 结合 
的 . 

如果 一 个 法 则 是 结合 的 ， 可 以 定义 任何 有 限 多 个 元 素 的 
序列 cx，…，an 的 合成 ， 并 证 明 有 关 结 合 性 的 一 个 一 般 定理 ; 
例如 , 有 
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(CeD) (cde f)g= (abo) de) (FD. 

交换 性 一 个 内 法 则 (为 确定 计 记 作 乘 法 ) 称 为 交接 的 ， 
如 果 对 任意 4 与 5»,， 有 ab=be， 在 上 述 例 子 中 ,实数 .复数 以 
及 多 项 式 的 加 法 与 乘法 都 是 交换 法 则 . 同样 , 集合 的 交 运 算 
与 并 运算 也 是 交换 的 ， 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 或 最 小 公信 
数 的 法 则 也 是 交换 的 与 此 相反 ,几何 中 位 移 的 合成 不 是 交 
换 的 ;“ 字 ”的 合成 也 不 是 交换 的 . | 

这 样 ， 就 存在 结合 的 但 不 是 交换 的 法 则 . 同样 也 有 一 些 
交换 的 但 不 是 结合 的 法 则 ， 例 如 求 两 实数 < 与 2 之 和 之 半 的 
法 则 . 

一 个 法 则 如 果 既 交换 又 结合 , 则 可 以 定义 任意 元 素 组 ( 自 
然 是 有 限 组 一 一 译注 ) 的 合成 , 而 不 必 计 及 它们 的 次 序 . 

中 性 元 ”给 了 一 个 内 法 则 (为 确定 计 记 作 乘 法 )， 元 素 e 
称 为 中 性 元 , 若 对 每 个 元 素 a, 有 ae 一 ew 一 4， 这 种 元 素 不 一 
定 存 在 , 但 车 存在 必 只 一 , 因为 阁 。 与 e 是 两 个 中 性 元 ， 则 有 
6 一 Ce 一 6 

赣 元 ”考虑 一 个 有 中 性 元 e 的 内 法 则 . 我们 说 & 与 5 互 
为 地 元 ,和 蔡 G8 一 pa 一 6. 

如 果 & 至 省 有 一 个 逆 元 , 并 且 法 则 是 结合 的 ,那么 < 的 道 
元 是 唯一 的 ; 因为 , 若 2 与 ”都 是 ea 的 逆 元 , 则 有 

b=be=b 00) 一 (0o)0 一 6 一 0. 

如 果 考 虑 的 法 则 表 作 加 法 (通常 只 是 在 法 则 是 交换 的 时 

候 才 行 ), 其 中 性 元 若 存 在 , 一 般 记 作 0( 零 )， 我 们 有 
9 十 0 一 0 十 G 一 0%， 


上 比 时 ,“ 道 元 ”改称 为 “ 反 元 ”: 若 4+2 一 0 则 称 4 与 5 互 为 反 


元 ， 


+ 鲁 各 -。 


4. 由 一 个 或 多 个 合成 法 则 定义 的 代数 结构 


设 如 是 一 集合 . 给 了 一 个 或 多 个 合成 法 则 ， 就 在 上 
定 关 了 一 个 代 洲 全 多 。 所 有 的 代数 结构 (不 论 定义 在 哪个 集 
合 上 ), 只 要 定义 它们 的 法 则 数目 一 样 , 满足 同样 一 些 明 确 罗 
列 的 条 件 , 就 都 用 同一 个 名 称 ， 用 几 个 例子 来 说 明 这 点 . 

群 ” 集合 如 上 的 群 构 间 是 由 一 个 合成 法 则 定义 的 , 这 个 
法 则 必须 满足 下 列 条 件 ( 或 “公理 ”)， 

公理 1 法 则 是 结合 的 ; 

公理 2 存在 中 性 元 ; 

公理 8 每 个 元 素 具 有 送 元 . 

具有 这 样 一 个 合 威 法 刚 的 集合 召 语 称 为 群 . 
全 如 , 整数 ( 正 、 侍 及 去 ) 的 加 法 是 一 个 群 法 则 .实数 或 复 

数 的 漠 法 也 是 群 法 则 :， 县 布 前 述 合成 法 则 的 位 移 集 合 是 一 个 

群 ， 非 零 实数 或 非 零 复 数 的 溢 法 是 一 个 群 法 则 .反之 ， 正 整 
数 的 蒋 法 法 则 不 是 群 法 则 , 因为 一 个 正 整 数 一 般 没有 送 元 . 集 
合 的 区 运算 法 则 或 并 运算 法 则 也 都 不 是 群 法 由 同样，“ 字 ” 
的 合成 法 则 不 是 群 法 则 ， 

一 个 群 称 为 交接 群 ( 或 阿 伯 尔 群 )， 洲 其 合成 法 则 是 交换 
的 

环 一 个 集合 4 上 的 环 构 造 是 由 两 个 合成 法 则 定义 的 ， 
分 别称 为 加 法 与 乘法 ; 这 两 个 法 则 必须 满足 下 列 公 理 : 

公理 1 加 法 是 一 个 阿 伯 尔 群 法 则 (其 中 性 元 记 作 0). 

公理 2 和 戏法 是 结合 ， 有 中 性 元 ( 称 作 单 位 元 )， 记 为 1 
约定 1 天 0. 

公理 3 乘法 对 于 加 法 是 分 配 的 ; 
。6. 


odo) 一 (ap 十 (ac)， (bo %= (40) + (ca). 

易 见 , 每 个 元 素 与 0 的 积 等 于 0; 因而 0 没有 乘法 闭 元 . 

一 个 环 称 为 交换 环 , 若 其 乘法 是 交换 的 . 

环 的 例子 . 全 体 整 数 ; 实数 或 复数 集 ; 实 系数 或 复 系数 的 
多 项 式 . 《其 加 法 与 乘法 运算 如 平常 所 定义 一 一 译注 . ) 

体 ”一 个 体 是 一 分 环 4 并 满足 下 面 补 充 条 件 : 每 个 非 零 
元 素 宫 有 乘法 逆 元 素 ; 这 也 就 是 说 ，4 的 非 雯 元 素 构 成 一 个 

例子 ”整数 集 不 是 一 个 体 , 多 项 式 全 体 不 构成 一 个 体 ; 有 
理 数 集 , 实数 集 以 及 复数 集 都 是 体 . 

当然 , 存在 各 种 各 样 的 群 , 环 与 体 ， 伯 罗 华 已 经 确定 了 所 
有 的 有 限 体 ， 亦 即 具有 大 限 多 个 元 迪 的 你. 最 简单 的 是 只 有 
两 个 元 素 0 与 工 的 体 ， 其 加 法 与 乘法 是 显然 的 (特别 有 1 十 1 
一 0) .对 每 个 素数 p 与 每 个 整数 指数 之 1, 存在 恰好 有 个 
元 聚 的 体 , 并 且 这 样 的 体 是 唯一 的 . 记 整 数 p/ 为 m, 体 中 每 个 
元 过 2 满足 方程 ”一 z=0( 这 就 给 出 一 个 例子 ,说明 存 在 系数 
不 全 为 零 的 多 项 式 , 对 变量 所 有 的 值 均 为 零 ; 这 个 多 项 式 是 n 
次 的 ， 并 且 变 量 仅 能 取 %* 个 不 同 的 值 ， 因 为 体 中 仅 有 % 个 元 
素 ). 如 果 整 数 % 不 是 FV/' 形状 的 数 , 则 不 存在 由 %* 个 元 素数 组 
成 的 体 . 。 


5 同 构 概念 


方才 次 存在 唯一 一 个 具有 2 个 元 素 的 体 ， 这 不 完全 对 . 
正确 的 说 法 是 ， 如果 两 个 体 有 同样 多 个 元 素 ， 则 它们 是 同 构 
的 .就 是 说 在 这 两 个 体 的 元 素 之 闻 存 在 一 个 一 一 对 应 ， 并 且 
这 个 对 应 保持 加 法 与 乘法 .一般 ， 对 各 有 其 代数 结构 的 两 个 

。， 了 。 


集合 召 与 鸡 ', 可 以 建立 同 构 的 概念 ; 例如 , 两 个 群 之 间 的 同 构 
是 这 两 个 群 的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 ， 并 保持 每 个 群 的 合成 法 
则 ， 例如， 指 数 函 数 站 o) =w( 这 里 “是 不 等 于 工 的 正常 数 ) 
就 是 把 实数 加 法 群 映 成 正 实数 乘法 群 的 同 构 , 因为 (2 十 = 
JoD)7(GD)， 又 两 全 于 4 与 4 之 间 也 有 问 构 概念 ， 即 是 一 个 
一 一 对 应 , 保持 加 法 与 乘法 , 还 使 4 与 4' 的 单位 元 彼此 对 应 . 

代数 对 象 实际 上 只 研究 到 同 构 为 止 .这 正 是 实质 所 在 ， 
因为 我 们 只 关心 所 研究 运算 的 性 质 ，、 如 果 有 两 位 数学 家 谈 到 
整数 环 , 我 们 并 不 问 他 们 是 否 谈 的 是 同样 的 对 象 , 因为 从 他 们 
对 整数 环 研究 出 来 的 那些 性 质 扒 知 ， 任 何 两 个 环 如 果 具 有 这 
些 性 质 就 必然 同 构 . 


6. 从 已 有 的 代数 对 象 构造 新 的 
代数 对 象 ; 多 项 式 环 的 例子 


设 给 了 一 个 交换 环 4( 人 鲍 如 实数 体 或 整数 环 ， 等 等 ) .我 
们 来 定义 一 个 新 环 , 称 为 字母 六 的 (形式 ) 多 项 式 环 . 它 的 元 
素 用 符号 之 mm 丈 " 表示 ， 这 里 诸 办 是 4 中 元 素 ， 只 有 有 限 多 
个 不 为 零 ; 记号 卫 " 暂时 没有 任何 内 容 ， 只 是 一 个 形式 记 法 ， 
因此 ， 定 义 多 项 式 的 , 不 过 就 是 一 序列 “系数 ”ao，5，…，awn， 
…， 映 了 ， 这 些 “ 系数” 除 有 限 多 个 外 全 为 零 ， 在 和 多项式 集合 
中 定义 加 法 如 次 ; 多 项 式 之 wm 区 "与 多 项 式 之 0 "的 和 定 


为 名 项 区 工人 1 开关 十 相 应 系 攻 之 和 民办 了 


刻 可 见 这 个 可 法 是 交换 的 ， 结 合 的 ， 具 有 零 元 0( 所 有 系数 全 
为 零 的 多 项 式 ), 并 和 且 每 个 多 项 式 都 具有 “ 反 元 ”; 换 句 话说 ,多 
项 式 集 构成 加 法 群 . 

s 加 ，。 


DP 次 单项 式 是 指 一 个 多 项 式 > 使 得 n*p 时 所 有 


系数 m 皆 为 零 ， 这 样 的 单项 式 可 以 简 记 作 soX?。 我 们 看 到 
每 个 多 项 式 忆 o 卫 " 是 其 各 次 单项 式 0 了 ”的 和 .， 这 就 反 过 


来 说 明了 所 用 记 法 的 理由 . 
多 项 式 的 乘法 定义 如 次 ; 首先 定义 单项 式 sp 了 ?与 单项 式 

bo? 的 积 为 单项 式 (apbg) 也?*9， 其 次 数 p 十 g 是 两 个 单项 式 

的 次 数 之 和 ， 其 系数 wp 是 系数 om 与 be 的 积 . 为 了 定义 两 

个 多 项 式 ow" 与 卫 b,X" 的 积 , 先 把 每 个 多 项 式 分 解 为 它 

不 同 次 数 的 单项 式 , 然后 对 这 些 单项 式 两 两 求 积 再 相 加 x 


出 下 列 公式 : 积 是 多 项 式 owX", 这 里 0 一 加 avbn-s. 


可 以 验 明 , 字母 的 多 项 式 集 4[ 了 1]， 照 上 面 那 样 定义 
加 法 与 生 法 后 , 成 为 一 个 交换 环 , 其 单位 元 是 系 为 工 的 零 次 单 
项 式 ， 这 样 就 定义 了 字母 及 的 多 项 式 环 ( 系 数 在 交换 环 4 
中 ). 
交 纯粹 是 一 个 符号 ， 但 我 们 可 以 用 “ 值 ”" 来 替代 它 。 给 
了 一 个 元 素 w& 4, 约定: 对 每 个 单项 式 a 了", 我 们 相应 地 有 
4 的 元 素 war (系数 w 与 的 呈 次 赛 的 积 ); 然后 ， 对 多 项 式 
YonX" 也 相应 地 有 这 些 wa 的 和 . 这 样 就 得 到 4 的 一 个 元 素 ， 
称 海 这 个 多 项 式 在 芳 取 值 2 时 的 “ 值 ”?. 当 z 在 4 中 变化 时 ， 
一 个 多 项 式 的 “ 值 ” 就 是 z 的 一 个 画 数 , 其 值 属 于 4， 这 样 , 每 
个 多 项 式 都 定义 一 个 函 烙 ， 但 一 开始 就 应 该 提防 将 形式 多 项 
式 与 它 所 确定 的 函数 混为一谈 . 
现 取 定 元 素 wE 4, 对 每 个 多 项 式 了 asX", 我们 有 与 它 相 
应 的 信 ZaonE 4. 这 谨 得 到 一 个 喘 对 ,把 环 4[z] 有 上映 入 环 4; 
这 个 映射 使 得 对 应 于 两 个 多 项 式 之 和 的 值 ， 就 是 这 两 个 多 项 
。 9 。 


式 之 值 的 和 , 而 对 应 于 两 个 多 项 式 之 积 的 值 , 则 是 这 两 个 多 项 
式 之 值 的 积 .。 我们 定义 形式 多 项 式 的 加 法 与 乘法 的 方式 ， 正 
是 为 了 保证 映射 + 具有 上 述 性 质 ， 于 是 ， 设 入 与 bv 为 两 个 多 
项 式 , 则 有 
f Ut) 一 了 十 FOOD = OF Cv), 
f(1)=1. 

只 要 两 个 环 如 和 委 以 及 把 B 映 入 4 的 映射 4 满足 这 些 
条 件 , 就 说 了 是 把 上映 入 4 的 一 个 同 态 、 同 态 的 概念 可 以 推 
广 至 其 他 种 种 代数 结构 中 ; 粗略 地 说 , 同 态 是 一 个 保持 合成 法 
则 的 映射 ， 

再 来 讨论 多 项 式 , 我 们 可 以 将 前 面 所 述 推广 . 设 4' 是 包 
含 4 的 一 个 环 ; 可 以 将 字母 了 换 成 属于 4 (不 再 只 属于 4) 
的 值 x; 这 时 , 每 个 多 项 式 ZawX" 取 值 www", 这 个 值 是 4 的 
元 素 ， 只 要 2% 与 4 的 元 素 可 交换 ， 即 对 于 每 个 cE 4, 有 oz 
一 00 上 述 做 法 仍然 定义 了 一 个 把 环 4[ 四 贞 入 环 4' 的 同 态 ， 
例子 : 设 4 是 实数 体 , 召 是 三 维 空间 中 由 原点 O 发 出 的 向 量 
构成 的 向 量 空间 . 把 召 鼎 入 加 的 线性 映射 构成 一 个 环 ( 我 们 
知道 如 何 定 义 两 个 线性 映射 的 和 ， 相 继 施 行 两 个 线性 映射 就 
得 到 它们 的 积 ) 这 个 环 4 包含 了 以 0 为 中 心 的 全 体位 似 构 
成 的 环 4, 环 4 可 以 与 纯 量 体 ( 妈 实数 体 一 一 译 者 注 ) 等 同 .于 
是 , 如 果 在 实 系数 多 项 式 Zw, 节 "中 ， 将 下 换 成 把 如 上 映 入 万 
的 线性 欧 射 >， 就 给 出 了 之 gww"， 这 仍然 是 一 个 把 如 上 映 入 畏 
的 线性 映射 ， 这 个 法 则 使 得 与 每 个 多 项 式 对 应 的 是 一 个 线性 
映射 ， 这 对 研究 向 量 空 间 的 线性 变换 十 分 重要 .， 这 个 例子 使 
我 们 看 到 从 形式 多 项 式 概 念 得 到 的 好 处 ， 即 是 可 以 将 “变量 ” 
乏 换 成 系数 环 的 元 素 以 外 的 东西 .另外 一 个 例子 是 把 民 换 
成 线性 微分 方程 理论 中 讲 的 那 种 微分 算 子 。 
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7. 商 结构 


从 已 有 代数 结构 造 出 新 的 代数 结构 时 (例如 , 从 整数 环 造 
出 有 理 数 体 或 从 实数 体 造 出 复数 体 ), 常常 需要 等 价 关 系 的 概 
念 。 集合 加 的 元 素 s% 与 y 之 间 的 关系 如 (w, 功 称 为 一 个 等 价 
关系 , 如 采 

1° (wm, %) 总 是 真 的 (' 反 身 律 ”); 

2” (zw, 幼 草 汪 下 (OO (“对 称 律 ”); 

3°” Rw, 9) 与 Ry, 2) 北 涵 民 R(z, 2)(《' 传 递 律 ”). 

下 面 是 代数 中 出 现 的 等 价 关系 的 若干 例子 ， 

1) 设 入 为 已 知 整数 , 两 个 整数 x 与 gy 之 差 mw 一 y“ 被 nn 整 
除 ” 这 个 关系 是 整数 2 与 y 之 间 的 等 价 关 系 . 

2) 更 一 般 地 , 设 G 为 乘法 群 (元 素 % 的 逆 元 记 作 2 7)， 
态 为 G 的 子 群 , 即 是 含 单位 元 。 的 一 个 子 集 , 使 得 w 人 所 五 ,与 
yy 五 蕴涵 ww 1yE 及 对 于 G 的 元 素 与 y, 关系 2 VE 万 
是 GG 中 的 一 个 等 价 关 系 . 例 1 的 情形 就 是 ，G 是 整数 加 法 
群 ， 互 是 和 2 的 倍数 构成 的 子 群 (这 时 用 加 号 玫 示 合成 法 则 ) 。 

3) 设 (g, 8)，(w', 的 是 两 对 整数 , 满足 28 关 0，2 基 0. 将 
4a2 一 2， 则 称 它们 等 价 ， 需要 验 明 ， 这 的 确 是 一 个 等 价 关 
. 系 . 易 见 这 个 关系 是 反 身 的 与 对 称 的 ， 于 是 只 要 说 明 它 是 传 
递 的 即 可 .这 有 三 对 整数 (4a, 8)，(w 6) 与 qq ，0 )， 满足 
gab’ 一 V0, Wb" 一 g"b ， 问 题 是 要 证 明 gb”"=a"5， 将 式 子 m2* 
一 wb 两边 乘 以 0 ， 注意 乘法 的 结合 性 与 交换 性 ， 有 0422" 一 
w50" 一 650", 据 g6"'=a"b'， 前 式 后 一 元 素 等 于 ba"b', 于 是 
ob0" "一 0'b 从 而 5080" 一 "65) 一 0， 因为 8 关 0, 而 一 个 乘 
积 只 有 当 一 个 因子 为 零 时 才能 为 零 ， 所 以 得 到 ab" 一 2. 
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注意 ,上面 的 论证 对 于 下 面 更 一 般 场 全 仍然 有 效 : 不 考 典 
整数 对 , 而 考虑 一 个 环 4 的 元 素 对 (4, 3), 这 里 2 天 0. 这 时 要 
求 4 满足 下 面条 件 ; 4 是 交换 环 , 且 当 %w 与 v 不 为 零 时 , 积 
不 能 为 零 . 这 种 环 称 为 整 环 ， 

整 环 的 例子 : 设 4 是 交换 环 ，4fo] 是 字母 互 的 多 项 式 
环 , 2 与 人 为 两 个 非 零 的 多 项 式 , 亦 即 其 系数 不 全 为 零 , 所 以 
有 Pear rot ,0 与 QQ=0,XIt bo 十 

,bo 下 0.。 于 是 积 PQ 是 单项 式 (ap0o) 了 ?及 次 数 >2 十 9 
的 单项 起 的 和 如 果 系 数 环 4 是 整 环 (例如 4 是 体 )， 则 积 
ap04 天 0， 从 而 乘积 多 项 式 PQ 不 为 零 . 这 就 证 明了 环 4[ 扎 ] 
也 是 整 环 ， 这 时 我 们 就 可 以 在 多 项 式 对 (P，Q) 与 (P'，Q@) 
(这 里 驴 关 0, Q' 关 中) 之 闻 定 义 一 个 等 价 关 系 , 这 实质 上 就 是 有 
理 分 式 的 等 价 ， 这 里 无 须 诉 诸 函 数 的 概念 而 是 纯粹 形式 地 把 
有 理 分 式 的 等 价 化 成 多 项 式 的 恒 等 . 

现在 普 来 讨论 等 价 关系 的 一 般 理 论 。 设 民 是 集合 召 中 
的 等 价 关 系 , 2 是 的 元 迷 ， 泊 有 与 % 等 价 的 元 素 的 集合 称 
为 z 的 等 价 类 . 条 件 1?，2° 与 3° 说明 zz 属于 ww 的 等 价 类 ; 
若 % 与 y 是 加 的 两 个 元 素 , 则 z 的 等 价 类 与 y 的 等 价 类 或 者 
完全 相同 或 者 没有 公共 元 京 . 所 有 等 价 类 的 集合 记 作 五/ 已 ， 
也 称 为 召 对 等 价 关系 及 的 商 集合 ， 我 们 也 说 吾 / 且 是 把 瑟 
中 关于 B 等 价 的 元 素 烙 合 而 得 . 

现在 再 考虑 上 面 讨 论 过 的 那些 等 价 关 际 的 例子 1), 2) 与 
3)， 例 1 的 等 价 类 称 为 模 和 整数 (或 模 和 等 价 类 ); 次 集合 称 
为 模 人 整数 集 ， 例 2 的 等 价 类 称 为 G 对 子 群 匡 的 一 个 在 陪 
集 ; zE G 的 右 陪 集 记 作 4 及 ,由 形 如 zw 的 元 素 组 成 ,这 里 以 
遍 取 妃 中 元 素 ， 例 3) 的 等 价 类 正 是 一 个 分 数 ( 当 4 是 多 项 
式 环 时 , 就 是 “有 理 分 式 ”). 
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8. 与 等 价 关系 相 容 的 合成 法 则 


设 忆 是 集合 召 中 的 等 价 关 系 ， 还 给 了 如 中 一 个 内 合成 
法 则 (为 确定 计 记 为 乘法 ). 如 果 合 成 元 x%g 的 等 价 类 仅仅 依赖 
于 z 的 等 价 类 与 y 的 等 价 类 , 就 得 到 等 价 类 集合 召 / 玉 中 的 一 
个 合成 法 则 . 《此 时 亦 说 这 个 合成 法 则 与 等 价 关系 相 容 一 一 
译注 .》 

例子 设 2 与 9 为 两 个 整数 ,考虑 它们 的 和 2 十 yz 十 9 
的 模 和 类 并 不 因 用 w 代替 2 而 有 所 改变 ， 只 要 w 一 or 为 m 整 
除 ; 它 也 不 因 用 yy 代替 2 而 有 所 改变 ， 只 要 9 一 YY 为 和 整除 . 
由 此 可 得 模 m 整 数 的 加 法 , 这 是 模 m 整 数 集中 一 个 合成 法 则 ; 
它 是 交换 的 与 结合 的 .同样 , 积 zy 的 等 价 类 仅仅 依赖 于 z 与 
y 的 等 价 类 ; 由 此 可 得 模 m 整数 的 来 法 容易 验 明 ， 模 mw 整 
数 全 体 构 成 一 个 交换 环 . 此 外 , 车 m 蚌 素数 , 它 还 是 一 个 休 . 

现在 定义 分 式 的 乘法 [ 竹 ], 在 偶 对 (a, 5) (8 关 0) 集合 中 考 
虑 合成 法 则 :; (6, 9) (ec 0) = (ac'，020) ,这 是 交换 的 与 结合 的 
法 则 , 有 单位 元 (1 1)， 可 以 证 明 , (ga’， 66 人) 的 等 价 类 仅仅 依 
束 于 Ca, 8) 与 (a', 8 的 等 价 类 ， 由 此 可 得 两 个 分 式 的 积 ， 于 
是 分 式 的 乘法 是 交换 的 与 结合 的 ; 此 外 ， 每 个 不 在 (0, 二 的 等 
价 类 中 的 元 素 ( 正 确 地 说 , 应 是 这 个 元 素 所 属 的 等 价 类 一 一 译 
者 注 ) 具 有 道 元 , 因为 当 g 关 0,5 天 0 时 , (a, 5) 与 (5, a) 的 积 等 
价 于 (1, 1). 

注 准 利用 偶 对 (c， 人 的 集合 中 下 述 合成 法 则 ， 容 易 定 义 
分 式 的 加 法 ， 这 个 法 则 只 是 当 5=8’ 时 才 对 (4, 六 和 (c，2) 
有 定义 , 即 是 (a, 3) + (co 6) = (a 5). 将 此 法 则 过 渡 到 
”” [ 注 】 这 时 相应 的 环 4 自然 假设 是 整 环 .一 一 译 者 注 
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商 集 后 , 环 4 的 分 式 集合 Q@ 就 有 了 加 法 与 乘法 , 而 且 成 为 一 
个 环 , 也 是 一 个 体 ， 此 外 , 对 每 个 元 案 a€ 4, 使 一 个 分 式 , 即 
《@, 1) 的 等 价 类 与 之 对 应 , 我 们 看 到 , 这 就 得 到 一 个 同 构 ,把 
环 4 喘 成 体 @ 的 -- 个 子 环 . 这 时 我 们 说 , 了 可 以 把 4 烙 到 体 
Q 的 一 个 子 环 上 . (例如 ， 可 以 把 整数 环 烙 到 有 理 数 体 的 一 个 
子 环 上 ， 也 可 以 把 字母 卫 的 多 项 式 环 粘 到 字母 了 的 有 理 分 
式 体 的 一 个 子 环 上 . ) 

最 后 例子 扰 打 空间 马 的 基本 群 ( 亦 称 “ 普 界 证 雷 群 ”) 

我 们 不 来 定义 所 谓 的 拓扑 空间 , 而 只 指出 若干 的 实例 ; 通 
常 的 欧 氏 空间 .球面 . 环 面 以 及 带 孔 的 圆 盘 , 等 等 . 

让 我 们 确切 地 定义 空间 且 中 的 道路 ， 即 曲线 段 的 概念 ， 
这 就 是 指 把 数 直 线 的 线段 [0，1 映 入 空间 下 的 一 个 连续 映 
射 ->f()， 我 们 指出 ， 对 于 “参数 ”t 的 不 同 的 值 , 了 (可取 
相同 的 值 ; 这 点 是 没有 妨碍 的 . 

此 后 取 定 空间 对 的 一 点 肚 。 以 及 为 起 点 的 闭路 定义 
为 一 条 道路 二 >f(t), 使 得 (0) 一 及 与 f(D) 一 M， 以 用 为 
起 点 的 闭路 集合 荆 中 , 定义 一 个 合成 法 则 如 次 ， 给 了 闭路 f 
与 g, 定义 闭路 /为 
h(t) =f(2t) 〈0<t<1/2)， 

kD =g92t—1) (i/2<t<1). 
换 句 话说 , 在 头 一 半 “ 时 间 ” 里 跑 过 闭路 f, 然后 在 后 一 半 时 间 
里 跑 过 闭路 yg， 这 个 法 则 不 是 结合 的 ， 因 为 如 果 有 三 条 闭路 
f, 9 与 hb, 那么 闭路 (fg9)h 是 头 四 分 之 一 的 时 间 跑 过 ,第 二 
个 四 分 之 一 的 时 间 跑 过 gy， 而 在 后 一 半 时 间 里 跑 过 加 然而 ， 
闭路 f(gh) 则 是 在 前 一 半 时 间 里 跑 过 f， 第 三 个 四 分 之 一 时 
间 里 跑 过 gy, 而 最 后 四 分 之 一 时 间 里 跑 过 户 

现在 , 在 闭路 集合 工 中 引进 一 个 等 价 关 系 B. 闭路 也 称 为 
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等 价 于 (或 说 同 伦 于 ) 闭路 g, 如 果 存 在 一 个 连续 形变 , 即 是 连 
续 变 化 的 一 族 以 区 为 起 点 的 闭路 , 把 了 变 成 % 精确 地 说 ,这 
”第 指 存在 一 个 连续 函数 已 人 纺 w)， 两 个 变量 # 与 在 [0,1] 中 
变化 , 使 得 
Plt, 0) =f(t), F(t, 4) =9(), 
F(0, uu) =F(, WW=M. 

可 以 验 明 , 这 的 确 是 一 个 等 价 关系 , 并 且 闭 路 的 合成 法 则 与 这 
个 关系 相 容 ; 这 样 ,在 闭路 等 价 类 的 集合 L/B 中 就 有 一 个 合 
成 法 则 , 这 一 次 是 结合 的 了 .可 以 证 明 这 是 一 个 群 法 则 , 其 单 
位 元 e 是 满足 下 述 条 件 的 闭路 了 的 等 价 类 ， 当 0<te<1l 时， 
名 = 二 和 ( 即 是 坚守 在 点 用 不 动 的 闭路 ). 设 有 闭路 f， 由 
了 =f 《一 站 定义 的 闭路 了 (这 是 同一 条 闭路 , 但 以 “相反 的 
方向 ” 跑 过 ) 具 有 下 述 性 质 : f 和 了 的 等 价 类 在 闭路 等 价 类 的 
群 /如 中 是 互 送 的 . 

方才 定义 的 群 (空间 且 以 YH 为 基点 的 基本 群 ) 在 拓扑 学 
中 与 在 函数 ( 自 守 函数 ) 论 中 都 起 重要 的 作用 .从 最 后 这 个 例 
子 我 们 看 出 代数 的 概念 如 何 进 入 数学 的 其 他 领域 。 


第 二 讲 环 ， 同 余 ， 理想 


卫 . Dubreil ( 索 尔 本 大 学 教授 ) 


1. 定义 与 若干 简单 性 质 的 回顾 


考虑 任 一 集合 4 二 {gq, 5,…}, 集 4 称 为 一 个 环 , 如果 4 
上 定义 了 两 个 运算 ， 亦 即 内 合成 法 则 , 分别 电 做 加 法 与 乘法 ， 
用 通常 的 记号 表示 , 满足 下 述 公理 . 

I. 女 关 于 加 法 是 阿 贝 尔 群 , 即 加 法 是 结合 的 : 4 十 (十 6) 
= (a 十 b) 十 6; 交 拉 的，g 二 6=8-+g( 阿 贝尔 “这 个 词 就 表示 
这 个 交换 性 质 ); 存在 单位 元 , 叫做 零 元 , 记 为 0, 满足 4 十 0 
4 对 每 一 元 4%4€ 4 有 一 反 元 一 & 满足 4 十 (一 4) 一 0( 简 写成 a 
一 % 一 0) . 

]I. 来 法 是 结合 的 : ce(pc) = (cb)ec. 

LI. 乘法 关于 加 法 是 分 配 的 : 

ct 十 CO) 一 cp 二 Ce，(8 士 0)C 一 DC 十 c0&. 

-上述 各 种 性 质 当 然 是 假定 对 4 中 任何 a, 6, ¢ 都 成 立 . 

者 乘法 是 交换 的 ， 环 就 叫 可 换 的 . 本 文 讨 论 的 主要 是 可 
换 环 . : 

在 定义 环 的 公理 中 , 没有 假设 存在 单位 元 e 或 1 ( 科 法 单 
位 元 ; 对 任意 的 cE 4， 有 ea 二 ae 一 4)[ 注 ]， 刀 果 存 在 单位 元 ， 


[ 注 ] 在 这 点 下 ;我 们 的 定义 与 于. 嘉 当 在 其 关于 代数 颖 构 的 讲演 中 所 给 出 
的 定义 不 同 , 要 一 般 些 , 而且 是 沿用 经 典 的 定义 ,例如 见 [3j, p.35 与 


p. 38;[1], Pp. 115; [3], Pp. 138. 方 括号 中 的 数字 表示 本 文 末 所 附 文 


献 。 
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就 称 4 是 有 单位 无 的 环 . 在 只 由 一 个 零 元 素 构成 的 环 内 ， 零 
就 是 乘法 单位 元 , 不 过 , 我 们 提 到 有 单位 元 的 环 时 , 一 般 不 是 
指 这 种 情形 . 

易 见 , 在 每 个 环 4 内 ， 科 法 关于 减法 是 分 配 的 ， 零 元 素 0 
满足 , 0.4 一 a.0 一 0( 对 任意 4€ 4), 即 只 要 有 一 因子 为 零 乘 积 
或 为 零 ， 但 这 乘积 为 零 的 充分 和 蒜 件 只 有 对 一 些 特殊 的 环 才 是 
必要 条 件 ; 我 们 要 碰见 一 些 很 简单 的 环 , 有 些 非 零 元 之 积 可 以 
为 零 . 

多 于 一 个 元 素 的 环 五 , 瓦 关 {0}， 关 于 乘法 决 不 能 成 群 ， 
这 是 因为 : 

tr0, og:0=0.0=0. 

但 是 ， 下 一 {0} 关 于 的 乘法 有 可 能 成 群 ( 即 天 中 两 个 
非 零 元 的 积 不 是 零 ， 存 在 单位 元 se， 并 且 每 一 元 。*0 具有 北 
元 素 or3 ed- 一 al=e)， 如 果 这 样 ,就 说 区 是 体 . 


2. 例 


全 体 整 数 的 集合 O = 4.…, 1 "35 —1, 0， 1, 2， gs 
nn,… 小 是 环 ; 全 体 偶数 的 集合 也 是 环 , 因为 我 们 不 要 求 环 具有 
单位 元 . 

有 理 数 集 研 ， 实 数 集 P， 复 数 集 @ 都 是 体 ( 包 含 集 合 
O)[ 注 可 .代数 数 的 集合 了 也 是 体 . 所 谓 代 数 数 , 就 是 有 理 系数 
或 整 系数 (两 者 是 一 回 事 ) 代数 方程 的 根 (实数 或 复数 儿 注 5. 

[ 注 七 ”记号 0, I, P, 9 不 是 通用 记号 ， 后 面 的 某 些 讲演 中 则 换 成 2 8， 
五 ，C。 

[ 注 2] 这 个 命题 容易 妇 结 为 对 称 函 数 的 理论 。 例 如 参见 [23j, VY 开 章 ，B- 
396, 


要 T 了 。 


给 了 一 个 环 4， 例 如 上 面 诸 例 之 一 ， 我 们 可 以 定义 系数 
在 4 中 的 .字母 总 的 多 项 式 环 4A[ 节 ][ 注 ], 以 及 系数 在 4LX] 
中 有 的、 字母 了 的 多 项 式 环 4fZ]C]; 后 面 这 种 多 项 式 可 以 
写成 他 Qj 了 1 Gy& 4( 诸 系数 mw; 中 仅 有 有 限 多 个 不 为 零 )， 
关于 字母 和 和 了 显然 对 称 ,， 这 就 得 到 所 谓 的 系数 在 4 中 的 
字母 所 与 了 的 多 项 式 环 , 记 成 4[ 邓 , 了 ] .可 以 递 推定 义 系数 
在 4 中 的 .个 未 定 元 及 1， 卫 2,，…， 玉 ,的 多 项 式 环 4[ 互 3 

抱 。]. 

另 一 个 重要 的 环 是 模 m 整数 环 ，m 是 给 定 的 整数 (人 参见 
本 书 第 一 编 第 一 讲 “ 代 数 结构 ”的 第 8 节 ). 这 个 环 是 用 模 m 
的 算术 同 余 关系 五 定义 的 ,， 其 中 加 法 与 乘法 与 同 余 关系 是 相 
容 的 (也 可 以 说 ， 这 个 同 余 关系 关于 整数 环 C 的 加 法 与 乘法 
是 一 个 正规 等 价 关 系 )， 这 个 环 就 0C 关于 ( 同 余 ) 等 价 的 商 集 
CO/ 尼 或 O/(m)， 可 以 表示 成 (以 mr 作 除 数 所 得 mr 个 余数 的 ) 
集合 人 0, I,，…，m 一 1}， 对 于 每 个 给 定 的 m， 容 易 造 出 模 m 
整数 集 Of/ (rm) 的 加 法 与 弱 法 表 ， 从 而 可 以 发 现 一 个 值得 注意 
的 和 情况: 例如 , 对 于 m==4 我 们 有 2.2=0; 对 于 m=6, 我们- 
有 2.3=0， 一 般 , 只 要 mn 不 是 素数 , O/ (m) 襄 不 是 整 域 ( 或 整 
环 ); 反之 , 车 p 为 素数 , 则 0/ (Pp) 是 整 域 , 甚至 是 体 ( 稍 过 片刻 
我 们 就 要 定义 整 域 ). 

在 复数 体 2 中 ,我 们 考虑 形 如 a 十 Bi 的 复数 ， 这 里 w， 。 
是 有 理 数 : % BS 了， 这些 数 的 集合 显然 是 体 , 记 为 人 (人 
号 厂 (@) 表 明 , 这 是 2 中 包含 体 卫 与 数 4 的 最 小 子 体 . 人 人 
说 , 了 (外 是 由 添加 纪 而 得 .可 以 不 使 用 8 而 从 工 出 发 用 下 

[ 注 ] 参看 互 . Cartan 关于 代数 结构 的 讲演 。 字母 了 是 “ 纯 符 号 ”， 世 称 为 


未 定 元 ,其 作用 犹如 循环 半 群 的 生成 元 , 见 [3], p. 50; [2J, Pp. 326. 在 
有 单位 元 的 环 中 ，Z 是 一 个 特殊 的 多 项 式 (ax 一 ei 当 ; 闻 1 隔 as 一 0). 
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述 方法 直接 构造 体 个 (外 ,这 是 后 面 要 讨论 的 符号 添加 法 的 特 
例 . 

在 多 项 式 环 一 [加 中 ， 考 虑 多 项 式 妇 十 1， 现在 让 它 担任 
前 桓 讨 论 整 数 环 C 时 模 m 的 那 种 角色 ， 我们 说 ， 工 [2] 的 两 
个 多 项 式 p(2) 和 由 (cz) 有 关系 RR， 如 果 p 一 册 是 2 十 1 的 售 
数 . 这 说 定义 的 关系 访 是 一 等 价 关系 , 并 且 关 于 多 项 式 的 加 
法 导 恋 法 是 正规 的 .等 价 的 多 项 式 构成 的 类 , 其 相 加 与 相 滋 如 
同 所 含 多 项 式 的 相 加 与 相 乘 ， 于 是 多 项 式 等 价 类 的 集合 构成 
环 , 称 为 商 环 ,或 剩余 类 环 , 记 为 了 [zw]/ 吕 或 Tw]/ (co2 上 二 .7 
中 不 同 的 数 属 于 不 同 的 等 价 类 ， 可 以 把 两 者 看 成 一 样 ， 每 个 
等 价 类 中 都 含有 一 个 一 阶 多 项 式 agw 十 B6， 即 是 类 中 各个 多 项 
式 用 必 十 去除 所 得 的 公共 余 式 、 阁 用 表示 包 合 多 项 式 x 
的 等 价 类 , 则 包含 ow 十 B 的 等 价 类 是 oi 二 B( 根 据 正 则 性 ). 本 
为 22 十 1 与 0 是 两 个 等 价 的 多 项 式 , 故 有 以 十 1 一 0， 最 后 , 车 


a B 不 全 为 零 , 则 a Bi(0) 有 北 元 Ss ， 这 个 商 环 正 
好 就 是 包 合 工 与 方程 22+1=0 的 根 i 的 体 (显然 ,不 存在 任 
何 更 小 的 体 具有 此 人 性质)、 

上 面 的 纯 代数 方法 起 始 于 柯 西 ， 如 用 实数 体 PP 代替 有 理 
数 体 荆 ,也 可 用 这 种 方法 造 出 复数 体 8 一 P(6)，、 我 们 也 可 以 
把 一 1 换 成 一 个 不 是 完全 平方 的 整数 @, 仍 按 上 述 方法 构造 出 
休 荆 (VT) = 工 [w] /2 一 a, 特别 ， 可 以 用 纯 代数 的 方法 界定 
形 如 MT 的 无 理 数 、 上面 的 方法 蚂 做 符号 深 加 法 , 可 以 用 来 
定义 任 这 的 代数 数 ， 这 是 后 话 ， 今后 要 着 重 考虑 关于 环 的 加 
法 与 乘法 的 正规 等 价 关 系 ; 为 简化 说 法 以 及 联想 到 这 一 概念 
的 算术 来 源 , 我 们 把 这 些 关 系 称 为 同 余 关系 . 

在 如 上 造 出 的 体 T(CMVG) 中 , 有 一 个 简单 但 值得 注意 的 
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环 : 就 是 形 如 ec 十 pw/ g 的 数 所 成 的 环 ， 这 里 c，2 是 任何 整 
数 : z, 5€ B， 特别 , 数 < 十 好 是 高 斯 整数 ; 高 斯 整数 构成 的 环 
由 平面 的 “ 整 点 格 ” 表 示 , 所 谓 整 点 就 是 坐标 为 整数 的 点 . 
虽然 我 们 只 讨论 交换 环 , 但 要 提醒 , 一 个 环 4( 可 以 是 体 ) 
中 的 元 素 组 成 的 阶 方 阵 构成 一 个 环 (n> 时 为 非 交 换 环 ). 


3. 整 域 


整 域 (或 整 环 ) 是 一 个 交换 环 了 D， 使 得 DD 内 的 习 积 wy 仅 
当 因 子 g 或 9 至 少 有 一 为 零 时 才能 为 零 . 换 句 话说 : D 一 {0} 
中 两 个 元 素 的 积 仍 在 DPD 一 {0} 中 , 即 D 一 40} 是 来 法 封闭 的 . 此 
外 ，a5b =ac 与 4a 天 0 蕴涵 5=c， 形 如 ob 一 ac 的 等 式 在 D 一 
{0} 可 约 简 ， 若 D 一 {0} 为 有 限 集 , 则 在 其 乘法 玫 中 , 一 个 元 在 
每 一 行 或 每 一 列 正好 出 现 一 次 ， 这 就 是 说 ， 方 程 ax==5 恒 有 
解 , 故 DD 一 {0} 是 乘法 群 (当然 是 阿 贝 尔 群 )， 于 是 D 是 体 ; 每 
一 有 限 整 域 都 是 体 ，2 为 素数 时 ，C/ (Pp) 就 是 一 例 . 


若 刀 是 非 有 限 的 整 域 , 考虑 分 式 (w, 5) 或 二 \o8E 也 8 


史 0)， 便 可 造 出 一 个 含有 也 的 (最 小 的 ) 体 ,， 称 为 整 域 D 的 商 
体 . 这 个 体 的 元 素 是 分 式 的 等 价 类 [ 注 ]. 


[ 注 ] 参看 联 , Cartan 关于 代数 结构 的 讲演 中 的 第 7，8 节 。 也 中 单位 兄 
的 存在 不 是 必须 的 (我 们 用 分 数 型 代替 工 ,用 -2 代替 全 ). 构造 
一 个 整 域 的 商 体 ， 可 以 克 简 单 地 从 构 遗 包含 已 知 阿 贝尔 半 群 3 的 最 
小 群 而 得 (集合 8 是 阿 贝尔 半 群 是 指 : 8 具有 结合 的 、 交 换 的 乘法 运 
算 ,并 满足 约 简 规 则 :ab~ac 蕴涵 5 一 0) . 阿 贝尔 半 群 的 结构 也 完全 可 
以 用 来 从 自然 数 出 发 定义 整数 ， 或 者 从 正 实数 出 发 定义 任意 实数 ， 这 
里 , 所 考虑 的 运算 是 加 法 。 见 [3]， 第 立 章 ，8 2 与 8 3，p. 224( 很 
容易 不 用 [2] 的 了。 
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设 太 是 (交换 ) 体 ; 车 2 yEK, wy 二 0, y 天 0 财 , xz 在 

内 有 逆 元 素 w ,于 是 
0 一 2 "(2Y) 一 (200)2 一 9 

所 以 , 及 中 任何 一 个 环 , 特别 是 人 自身 ,都 是 整 域 . 

今 洪 虚 多 项 式 环 D[w] .这 里 刀 是 整 域 ,nw 次 多 项 式 f( 芳 ) 
一 Qo 十 届 这 十 一 十 Qn 友信 天 0) 与 力 次 多 项 式 光 了) 一 bo 十 也 了 
十 … 十 了 ?《by 关 0) 的 积 是 nw 十 p 次 多 项 式 gobo 十 …' 十 nbpw”"? 
《因为 wpo 不 为 零 ). 若 4 是 任意 环 , 那么 ,在 环 4[w] 内 ,mw 次 
多 项 式 与 p 次 多 项 式 的 积 至 多 是 n+p 次 ; 车 4 不 是 整 域 , 则 
让 在 习 积 的 次 数 小 于 nw 十 wp 的 例子 . 当 4 不 是 整 域 时 , 有 个 很 
值得 注意 的 意外 ; 一 多 项 式 (2) E4[oO， 当 2 一 mw 一 5b 时 为 
零 ，4,，0E 4, b 关 gg， 我 们 并 不 能 浙 育 此 多 项 式 能 被 
(vw 一 4) (2 一 D 整 除 ; 地 外 ， 一 个 % 次 多 项 式 f(w) 完 全 可 能 对 
于 % 个 以 上 不 同 的 wz 值 为 零 . 例如 , 取 4=O/ (由 ， 一 次 多 项 
式 22 当 w=0 与 sw 一 2 时 为 零 . 


4 特征 数 


设 环 4 具有 单位 元 e, n 是 整数 . 若 匈 是正 整数 , CE 4， 
则 令 
020 一 和 十 … 十 0 (w 个 租 加 ). 
若 %n=0(E0), 我 们 令 0z 一 0(&€ 4). 车 % 是 负 整 数 , 我 们 令 


nw= — (|n|%), 
天 x=erx, 故 有 
720 = (n6) 0. 
因此 , 车 存在 非 零 整数 %, 使 得 
ne =0, (1) 
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则 对 所 有 zzE 4 有 

neo=0. 
设 no 是 满足 如 上 等 式 的 正 整 数 中 之 最 小 者 , 这 时 , 我 们 说 ,ro 
是 环 4 的 特征 数 . 

车 不 在 在 任何 非 零 整数 满足 方程 民 ) ,就 说 4 的 特征 数 为 
零 ( 因 为 这 时 0 是 满足 下 述 条 件 的 唯一 整数 对 任何 xsE 二 有 
0e=0, 0%=0). 

整 域 妨 的 特征 数 或 为 0 或 为 一 素数 D， 有 和 否则， 各 ?0 一 
000，9%0，00 藉 0, 工 则 me = 一 @ 关 0, ne 一 5D 到 0, 4b 一 noe 一 0, 这 
样 DD 语 不 是 整 域 了 . 

请 特别 注意 ,教学 工作 中 经 常 有 人 说 ,“ 所 有 代数 计算 规 
则 ”都 是 特征 为 零 的 整 域内 有 效 的 计算 规则 , 我 想 这 是 不 确切 

现在 让 我 们 来 考察 特征 数 2z=0 的 整 域 内 某 些 有 趣 的 特 

在 每 个 交换 环 内 , 二 项 式 公 式 成 立 : 

(g++0)°=—o" + Oo b+ Oo br + 6", 
O02— RD) -2 
™ ki k! (nn—k)! 

《在 非 交 换 环 内 ， 例 如 我 们 只 能 写 出 (a 十 ?= (4 二 6) (a 十 6) 
—@ +ab+-boto. ) 

在 上 面 二 项 式 公 式 中 , 取 n= 整 域 忆 的 特征 数 2 因此 友 
0,z 关 Pp 时 ,03 是 p 的 倍数 , 故 有 

(a+6)?=a?+ 6?. 


用 a 一 6 代 &@ 得 
(一 四? 一 ay 一 D9?. 
逐步 使 用 这 公式 , 又 得 


se 2 。 


(Ci 十 … 十 Cr 一 呀 十 十 cf， 
(ao -br ar’ 67, 
(a bY ar bo (ff 是 任意 自然 数 )， 
设 DD 具有 单位 元 e， 在 上 面 公式 中 ， 取 Qi1==4Qs 二 "二 ar 
一 e, 将 re 写成 ”， 则 对 任意 的 自然 数 7? 有 
rT?=7. 
特别 是 , 这 个 公式 对 模 2 整 数 体 C/( 幼 成 立 . 如 果 仍 然 
用 整数 环 C 的 语言 , 可 见 对 所 有 自然 数 z 有 费 马 定 理 
022 一世 (Pp). 
现在 设 4 是 任意 交换 环 , 在 多 项 式 环 4[%j] 中 , 可 用 纯 代 
数 方法 定义 多 项 式 了 (zw) 的 导数 ;把 (vw 十 局 按 的 蜂 展 开 .; 
f(s+h) = 了) hf (WF, fT EE Alw, Re], 
其 中 由 的 系数 就 定义 为 f(w) 的 导数 . 由 此 容易 得 到 导数 的 
计算 法 则 : 若 
fl%) 一 Cn 十- -cd 十 Co， 
列 ff 8) =Nnew 十 … 十 Ci， 
广 以 ) 至 多 是 n 一 1 次 多 项 式 ， 当 环 4 的 特征 数 是 0 时 , f(z) 
确 汶 一 1 i 坎 ; 反之 ， 若 4 的 特征 数 是 70,， 出 和 % 十 no 的 倍数 ， 
则 产 (w) 的 次 数 肯 定 小 于 % 一 J， 特别 , 若 4 是 具有 单位 元 的 
整 域 或 特征 数 为 2 的 体 , 则 zw? 的 任何 多 项 式 
f 2) = ow A 10? wo 
有 零 导 数 ( 即 “ 恒 为 零 ”). 可 以 想见 ， 这 结果 在 代数 方程 的 理 
论 中 是 惨 动 一 时 的 . 奉 取 4 是 特征 数 为 p 的 半 些 体 , 则 上 述 
结果 与 六 Oo) 在 4[z] 中 的 既 约 性 并 韭 不 相 容 。 便 如 [ 注 4 是 
未 定 元 t 的 ， 系 数 在 体 玉 =0/ Oo) 中 的 有 理 分 式 体 五 ( 芍 ; 
f (2) =2?—t. 
[ 注 ] 这 个 例子 的 讨论 要 用 到 几 个 眼下 无 法 介绍 的 命题。 
。33 ， 


5. 理 想 


在 交 搁 环 4 中, 设 忆 是 同 余 关系 ( 即 对 4 的 加 法 与 乘法 
的 正规 等 价 关 系 ) .在 代数 构 结构 那个 讲演 中 已 知 ,等 价 类 的 
集合 或 商 集 4/R 是 一 个 环 , 简单 一 些 就 记 成 4， 设 % 是 包含 
4 的 元 w 的 等 价 类 .映射 n>z 是 把 4 映 成 4 的 上 映射 (4 的 
每 个 元 > 至 少 是 4 的 一 个 元 的 像 ) 并 且 这 映射 还 保持 4 与 
委 的 加 法 与 乘法 , 即 

wiiy—7ry, TYy—rYy. 

具有 上 述 性 质 的 任何 映射 4->4 称 为 ( 环 的 ) 同 态 映射; 

环 4 叫 作 与 4 同 坊 ,也 叫做 4 的 同 坊 像 , 记 为 
4~4. 

因此 , 4 内 每 一 同 余 关系 已 都 产生 一 个 与 4 同 态 的 环 4， 
也 就 是 商 环 4/R. 

考察 4 的 元 素 0 所属 的 等 价 类 0, 0 显然 是 环 4/ 尽 的 零 
元 , 但 同时 又 是 4 的 一 个 子 集合 以 ,具有 如 下 两 个 重要 性 质 . 

ts 计 是 4 的 加 法 子 群 ; 事实 上 ， 由 定义 型 包 全 0,， 又 
z，20EGM 草 涵 zz 十 0， 一 2 也 E 开 (利用 一 个 群 的 子 群 到 的 
简单 特性 ， 可 以 更 简捷 地 验 明 zw，YyE MW 蕴涵 z 一 YE 族 [ 注 2 

2。 4 对 于 可 以 施行 乘法 , 即 对 任意 前 <cE4 12EM 必 
有 camEM 这 是 因为 am 二 a0 =0(R). 

因为 及 关于 加 法 是 正规 的 ,所 以 zw 三 y (BRB) 与 % 一 y 圭 0(4%)， 
即 zyE MM 同时 成 立 ， 若 已 知 零 类 M ”由 此 可 得 同 余 关系 
用. 

交换 环 4 的 一 个 了 了 集 如 果 具 有 上 述 性 质 1° 与 2”， 则 称 

[ 注 ] ”例如 参见 [23, p. 108。 


as 4 。 


为 理想 ; 按照 上 面 的 论证 , 一 个 辐 余 关系 及 的 零 类 就 是 理想 . 
反之 ,假定 先 有 4 的 一 理想 434; 如 果 4 的 两 个 元 素 zz 与 9 满 
足 x 一 y& M,， 就 定义 2 与 yy 有 关系 民 , 则 请 显 然 是 一 等 价 关 
系 , 并 且 关 于 4 的 加 法 与 乘法 是 正规 的 ， 记 以 及 是 一 同 余 关 
系 , 其 零 类 恰好 是 到. 

这 样 ， 交 换 环 了 的 所 有 理想 用 与 所 有 同 余 关系 召 成 一 
一 对 应 . 因此, 商 环 4/BR 可 写成 4/AM. 

现在 假定 先 有 环 的 同 态 映 英 ， 

A->4, 

在 这 映射 下 , 4 的 元 x 以 4 的 元 2 作为 像 。 对 于 4 的 两 个 元 
素 wv 与 y, 我 们 说 x 与 有 关系 也 , 如 果 %=y.、 容易 验 明 , 丸 
是 一 个 等 价 关 系 ( 称 为 同 态 等 价 )， 并 且 是 一 同 余 关 系 . 于 是 
可 以 构造 出 商 环 4/E 按 作 法 ， 关于 及 的 等 价 类 , 即 是 4/E 
的 元 素 , 与 4 的 元 成 一 一 对 应 .因为 这 个 一 一 对 应 保持 加 法 
与 科 法 , 所 以 是 同 构 映射 . 因此 , 4 与 商 环 4/ 民 =4/4f 同 构 . 
理想 玉 或 模 妃 霉 类 是 4 的 这 样 一 些 元 素 的 集合 ， 它 们 被 这 
个 同 态 映 射 映 成 4 的 零 元 素 ( 我 们 说 开 是 这 个 同 态 上 映射 的 
核 ). 

所 以 ,在 同 构 的 意义 下 , 4 的 同 余 关系 , 即 是 4 的 理想 就 
确定 了 所 有 与 4 同 态 的 环 . 


6. 特殊 情形 与 例子 


在 交换 环 有 的 理想 所 成 的 集合 中 ,定义 如 下 运算 ; 交 ( 在 
集合 论 的 意义 下 ); 和 以 及 积 . 4 的 两 个 理想 a 与 b 的 和 6 十 
b 是 形 如 4 十 5 的 元 素 所 成 的 集合 , 这 里 gE 09, 58E€b， 这 显然 
是 包含 a 与 5 的 理想 . 积 ab 是 由 积 o2 生成 的 理想 , 即 和 wp 

.45 。 


十 … 十 @rbr 《7 不 固定 ) 的 集合 ， 这 里 wEa, b;Eb、 为 避免 累 
装 ， 关 于 理想 的 运算 ， 我 们 不 多 介绍 ， 其 实 它 们 是 很 重要 
的 [ 注 ], 而 且 可 以 据 以 定义 商 以 及 剩余 . 

现在 证 我 们 只 讨论 一 种 基本 的 生成 方式 ; 为 简便 计 , 假定 
环 4 具有 单位 元 e. 

在 环 4 中 取 定 刀 个 元 素 ca …，cx， 容易 验 明 ， 形 如 4= 
cc 十 … 十 Cac(oOiE 4) 的 元 素 的 集合 是 一 个 理想 a， 记 为 

6 一 《0 …，Gh) . 

我 们 说 , a 是 由 @ 生 成 的 ， m1 …', @3 是 它 的 (有 限 ) 基 .由 一 
个 元 素 生 成 的 任何 理想 a= (@) 叫做 主 理想 。 单位 元 e 生 成 
的 主 理想 (e) 就 是 环 4, 这 个 理想 常 叫 单位 理想 ， 元 素 0 生成 
的 主音 想 就 是 0, 称 为 替 理 想 . 

在 体 长 内, 只 有 零 理 想 与 单位 理想 . 事实 上 , 设 放 是 攻 
的 理想 ; 及 关 0， 于 是 型 至 少食 有 一 个 元 a 下 0; 因 太 是 体 ， 
故 这 个 元 素 c 有 道 元 到 4 ', 因 之 e=a '4EM 故 天 一 (9 含 
于 .由 此 MM= 信 = (e). 

站 整数 环 D 内 ， 以 及 在 系数 属于 体 记 的 的 多 项 式 玩 
[ww] 内 , 所 有 的 理想 都 是 主 理想 ， 

就 环 8[Z] 为 例证 明 上 述 结论 ， 堆 理想 当然 是 主 理想 . 今 
设 a 关 (90) 是 一 理想 , f 是 & 中 一 个 最 低 次 的 非 零 多 项 式 ,9 是 
a 中 任 一 多 项 式 . 用 了 了 除 g:，g=gf 十 ” 这 里 ,7 的 次 数 低 于 
了 的 次 数 . 多 项 式 7 属于 理想 a, 故 必 为 零 多 项 式 , 所 以 g 属 
于 主 理想 (了 f), 从 而 (f) =a. 

对 于 整数 环 0, 证 明 类 似 : 在 这 个 环 内 ， 除 模 m% 确 定 的 算 
术 同 余 外 ,不 存在 别 的 同 余 关 系 ; 各 是 与 算术 同 余 相应 的 主 理 


[ 注 ] 例如 见 [2], 第 IV 章 , 8 11，p. 188; [3j], § 17, p. 57~59 和 8 85， 
t. 2p. 22~25, 


.26 。 


想 的 生成 元 . 
一 个 环 , 如 果 其 中 存在 带 剩 余 的 除法 ,就 叫 欧 民 环 ; 一 个 
环 的 每 个 理想 如 果 都 是 主 理想 ,就 叫 主 理想 环 ( 简 称 主 环 ) . 前 
俐 的 论证 不 难 推 广 ， 每 个 欧 氏 环 都 是 主 理想 环 . 高 斯 整数 环 
也 是 欧 氏 环 (为 定义 带 剩 余 的 除法 ， 利 用 元 素 w= < 十 万 的 范 
数 入 (a) 而 范 数 (o) 的 定义 是 六 (a) = es 十 22， 在 未 定 元 的 
多 项 式 除法 中 起 次 数 的 作用 ). 
多 个 未 定 元 的 多 项 式 环 4 例如 工 [w, fj, 8[w, Yj 不 
再 是 主 理想 环 , 事实 上 ， 理 想 (w, 奶 不 可 能 有 了 唯一 的 生成 元 ; 
注意 ， 这 个 理想 有 一 个 简单 的 几何 意义 ， 它 是 4 中 在 原点 为 
等 的 多 项 式 的 集合 . 设 到 是 任 一 体 , n 元 多 项 式 环 KK [wy, …， 
2 中 , 理想 的 生成 遵从 一 个 简单 的 法 则 : 在 这 样 的 环 中 , 每 个 
理想 都 有 有 限 基 . 具有 这 种 性 质 的 环 , 称 为 诺 特 环 ( 诺 特 是 德 


国 女 数学 家 Emmy Noether 的 姓 ， 她 利用 “ 极 大 条 件 ” 与 “ 因 


于 链 的 公理 “给 出 了 另 一 些 公理 定义 , 并 得 到 诺 特 环 中 理想 理 
论 的 基本 结果 ). 

刚才 提 到 的 “ 环 KK [wi,…, wj 是 庶 特 环 ” 的 定理 是 希 尔 伯 
符 得 到 的 ， 确 切 点 说 , 这 是 一 类 “迁移 定理 ”的 一 种 表现 形式 ， 
中 有 单位 元 的 环 4 如 果 是 诺 特 环 , 则 4[o] 也 是 诺 特 环 昌 ， 


7. 一 些 重要 的 理想 


交换 环 4 的 诸 理 想 M 中 ， 使 得 相应 的 商 环 即 是 剩余 类 
环 A/ MM 具有 重要 人 性 质 的 理想 ， 自 然 更 应 重视 . 让 我 们 来 研 
究 使 4/ 是 体 或 整 域 的 理想 杂 . : 
理想 MY 称 为 无 因子 理想 或 极 大 理想 ， 如 果 4 是 唯一 的 
[ 注 ] 参见 [2], 第 VI 章 , $ 5，p.8331。 


严格 包含 的 理想 . 我们 有 下 述 征 理 : 
欲 使 4/ 于 是 体 , 人 于 必须 是 无 因子 理想 。 若 4 具有 单位 
元 ,这 必要 条 件 还 是 充分 的 . 
证 明 1 设 4/ 好 是 体 . 
令 于 是 严格 包含 及 的 理想 MCM’ 设 cENh a 
及 (不 属 十 并)。 且 a 表示 包含 的 等 价 类 : & 不 是 零 类 了 于 = 
0E€ 4/ 开 .因此 .着 是 4 的 任意 元 素 , x 是 含有 4 的 等 价 类 . 
出 存在 3(= orz)， 使 得 2= ay 从 而 若 y 表示 和 中 属于 等 价 
类 y 的 一 个 元 素 , 出 
v=oy (M). 
换言之 : v=-m, mE MCM,, 
从 aEM' 得 wEM', 故 4= 开 3 人 是 无 因子 理想 . z 
”2° 设 和 4 具有 单位 元 e, 以 是 无 因子 理想 .为 了 证 明 4/ 六 
是 体 , 只 需 证 明 每 个 不 是 0 的 等 价 类 a 都 有 逆 元 .属于 
类 的 元 素 a 不 属于 用 :理想 用 十 (@) 严格 包 含 M, 由 此 
二 (ao) 一 44. 
特别 , 单位 元 。 也 属于 左 端 , 即 存 在 mwE 及 ,7 C4, 使 得 ， 
2 一 IM2 十 7 
由 此 , 取 模 m 等 价 类 , 便 得 
7C 一 6 即 了 一 CTL 
上 述 定 理 有 如 下 的 重要 应 用 .和 堵 虑 体 到 以 及 环 天 [z] 
一 4 的 婚约 多 项 式 f(z) 即 了 (2) 不 是 同一 环 内 次 数 起 码 为 1 
蒋 两 个 多 项 式 的 积 . 4 中 的 主 理想 《f) 是 无 因子 理想 ， 故 
4/( 则 是 人 钵 , 记 为 '， 因 帮 的 两 个 相 异 元 不 能 模 f 同 余 , 故 
含有 天 中 元 素 的 等 价 类 与 KK 的 元 成 一 一 对 应 ; 这 些 等 价 类 构 
成 一 个 与 站 同 构 的 体 , 将 这 个 体 与 了 等 同 ， 了 是 和 是 全 的 的 
于 体 . 


AS > 


4 


若 w 是 含有 多 项 式 2 的 等 价 类 ， 则 了 (只是 含有 多 项 式 
fw) 的 等 价 类 [根据 同 态 映射 4~A/ (有 )]; 但 含有 了 (ww) 的 等 
价 类 是 五 ' 的 零 元素 。 故 在 K' 内 有 F(o) =0 这 样 ， 我 们 就 
构造 出 一 个 体 玉 ', 在 其 中 了 (%w) =0 至 少 有 一 个 根 : 本 质 上 讲 ， 
这 就 是 符号 添加 法 . 
环 4 的 理想 p 如 果 使 得 环 4/p 是 整 域 ， 就 叫做 素 理想 。 
} 为 素 理 想 的 充 要 条 件 是 : 在 4/?= 4 内 下 列 关系 成 立 ， 
四 Zz*0, 4z= 和 5 蕴涵 29 关 人 ， 
所 以 在 4 内 ”w4p, yb, 蕴涵 wy 后 bp 
这 表明 补 集 合 4 一 bp 是 乘法 封闭 的 . 
素 理 想 这 个 概念 在 代数 理论 本 身 以 及 算术 、 几 何 的 应 用 : 
忠 ， 都 是 极 重要 的 . 
我 们 只 指出 , 在 有 单位 元 的 环 4 内 ， 每 个 无 因子 理想 M 
者 是 素 理想 (事实 上 ，4/M 是 体 , 因而 是 整 域 ). 
最 后 ， 作 为 例子 ， 考虑 复 系 数 三 元 多 项 式 环 4-9[w， y, 
2]， 以 及 理想 : 
Qi= (wm, Y, 2), a= (%, Y), Ns= (w), 
A/ai 与 如同 构 , 所 以 是 体 ; 4/a3a 与 多 项 式 环 0[] 同 构 ， oy 
是 整 域 ; 4/as 与 多 项 式 环 2[y, ] 同 构 ， 也 是 整 域 。 诸 理想 
x, 9s, a 满足 下 列 包含 关系 ， 
asCasCalC4 一 (人 ， 
每 一 个 都 是 素 理 想 ，aa 还 是 无 因子 理想 . 
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”第 三 讲 向 量 空 间 ， 线性 形式 
与 线性 方程 
G. Choguet  ( 索 尔 本 大 学 教授 ) 
+. 向量 空间 


中 等 教育 的 许多 材料 已 涉及 到 向 量 的 概念 ; 平移 的 合成 、 


甜 , 再 往 后 ,就 是 一 些 隐约 可 见 的 代数 形式 , 例如 多 项 式 、 线 性 


形式 等 . 因 之 , 使 用 向 量 这 个 字 服 ， 其 合意 并 不 总 是 一 样 的 ， 
有 时 而 是 约束 向 量 , 时 而 是 滑动 向 量 , 时 而 又 是 自由 向 量 . 

本 文 只 讨论 自由 闲 量 . 

我 们 溃 章 利用 癌 量 的 几何 表示 ， 即 是 一 端 带 有 箭头 的 直 
线段 , 这 可 能 使 我 们 以 为 , 可 以 孤立 地 考 碟 一 个 向 量 ， 而 不 管 
别 的 向 量 如 何 , 尽管 如 此 , 但 不 久 我 们 就 会 看 到 , 要 把 一 个 数 
学 对 象 岂 做 向 量 ， 它 必须 和 另 一 些 相似 的 对 象 共同 组 成 一 个 
集合 , 可 以 对 这 个 集合 施行 某 些 有 精确 定义 的 运算 . 

这 些 对 象 之 所 以 能 够 叫做 向 量 ， 正 是 由 于 这 些 运 算 的 本 
性 , 而 不 是 每 个 对 象 的 个 别 特性 . 例如 多 项 式 ， 连 续 函 数 ， 方 
阵 可 以 叫做 向 量 , 正 是 这 个 道理 . 

含混 地 说 ， 数 学 对 象 构 成 的 一 个 集合 可 以 叫做 向 量 的 焦 
合 , 如 果 我 们 能 在 该 集合 中 把 两 个 向 量 相 加 , 同时 又 可 用 任何 
一 个 数 去 乘 每 个 向 量 . 

精确 一 上 所, 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 ”实数 体 及 上 的 向 量 空间 是 指 一 个 集合 召 , 满足 下 
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1) 吾 上 定义 了 一 个 内 合成 法 则 {( 往 ]， 吗 做 加 法 ， 允 关于 
解法 成 为 交换 群 ; 

2) 妃 上 定义 了 一 个 外 合成 法 则 : 对 于 每 个 数 入 & 及 与 每 
个 Ww EB, 相应 地 给 出 加 的 一 个 元 xe， 使 得 

a) MF ty) = NAL NY, 

b) Wt T=NT-t ww, 

©0) Xp) = CA) we, 

d; 1.%=2. 

集合 召 的 元 叫 向 量 ; 尼 的 元 星 纯 重 。 

忆 的 0 与 群 五 的 零 元 素 , 显然 并 非 同 一 元 素 ， 但 我 们 同 
时 用 0 表示. 

从 上 面 的 关系 a)、、6). 容易 得 出 如 下 关系 : 

QF 一 0; A0=—0 (一 入 )W 一 和 一人) 一 一 和 WP、 

关 票 aJ、m、e)、 由 只 涉及 于 上 存在 加 法 与 乘法 ; 因此 ， 
似乎 也 可 定义 环 4 上 的 向 量 空间 , 这 个 环 4 起 前 面 定 义 中 局 
的 作用 . 不过， 只 有 当 环 4 是 一 个 体 时 , 才能 得 到 与 上 的 
商量 空间 类 似 的 理论 . 这 主要 是 因为 ,4 是 一 个 体 上 时， 关系 
)~~ 一 0 蕴涵 入 0 或 ww 一 0, 但 车 4 仅 为 一 个 环 ， 上 述 蕴 涵 关 

最 常用 的 体 有 实数 体 忆 与 复数 体 C. 

上 面向 量 空间 的 定义 中 , 没有 用 到 体 妃 具有 序 结构 这 一 
事实 . 只 有 当 人 们 希望 在 (BZ 上 的 ) 向 量 空间 吾 中 定义 半 直 线 
以 及 区 间 的 概念 , 从 而 可 以 谈 山 集团 , 才 涉 及 序 结 构 ， 正 蚌 这 
个 事实 , 才 使 及 上 的 向 量 空间 具有 一 种 特殊 的 作用 . 本文 不 
” [ 注 】 参 见 百 Cartan 关于 代数 结构 的 讲演 。 由 于 到 是 交换 群 ， 所 以 用 

二 表示 2 与 4 的 合成 ,一 等 表示 的 反 元 。 
+ 3 ， 


打算 引入 半 直 线 与 凸 集 的 概念 . 
”向 量 空间 的 例子 


1) nv 个 实数 所 成 序列 w= (cu ，…，2ww) 的 集合 是 已 上 的 


打量 空间 , 只 要 令 
T+Y = V1, Ta Ya, ,Vn Yr) 
入 和 一 (Mv, Mra, 。，…， 和 an ) . 

这 下 空间 就 是 欧 氏 空间 局 

特别 是 ”一 上 时 , 六 育 身 可 看 成 严 上 的 癌 量 空间 . 

2) 定义 在 区 邮 [0， 匡 上 的 数值 范 数 的 集合 是 尽 上 的 癌 
量 空间 ， 只 要 定义 天 = 了 + 与 = 和 f 为 :对 每 个 ze [0, +14] 
hv) 一 了 oo) 二 92) hv) 一 和 co). 


这 个 空间 的 下 列子 集合 也 是 下 上 上 的 器 量 空间 : [0，1] 上., 


的 连续 函数 的 集合 。，[0，i4] 上 的 无 限 可 微 阔 数 的 集合 多 项 
式 ( 或 者 2 次 多 项 式 ) 的 集合 ; 三 角 多 项 式 的 集合 , 等 等 . 

3) 复 平面 CO 上 的 正则 解析 东 数 的 集合 是 体 O 上 的 向 量 
空间 . 

要 确认 一 个 集合 是 否 为 向 量 空间 ， 并 非 都 是 一 样 容易 的 
事 ， 例 如 , 考虑 [0, 本 上 的 连续 函数 的 集合 ， 其 中 每 个 函数 的 
表示 曲线 均 有 有 限 长 度 ， 两 个 这 样 的 函数 的 和 是 否 仍 有 同样 
的 性 质 ， 并 不 显然 ， 又 如 ， 令 五 是 实数 的 无 限 序列 w= (wi， 
v2,，…， Wn,，"…) 所 成 的 集合 , 每 个 序列 都 满足 

2 十 02 十 .十 083 十 …< 十 co， 

要 确认 两 个 这 种 序列 的 和 到 十 2 一 (十 失 ，…，2 十 gr， … 才 
仍 有 同样 的 性 质 , 也 不 显然 . 

同 构 的 概念 

设 如 是 次 数 <n 的 实 系数 多 项 式 所 成 的 向 量 , 空 闻 ， 若 
了 一 (Qi1% -1 十 gs-2 十 --。 * 十 cn) 是 五 的 元 ， 注意 » 由 鞭 系 狐 所 
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成 的 序列 《@1,…， Qn) 决定 ， 由 此 可 以 定义 加 与 遍 之 闻 的 一 
一 对 应 ， 
p> (ad，Ca，…，ao) 。 
这 对 应 还 保持 加 法 与 纯 量 乘法 . 所 以 , 可 以 认为 , 五 与 此 是 
同一 个 代数 结 狗 的 两 个 不 同 实现 ; 这 一 事实 , 可 以 说 成 两 个 空 
间 召 与 JY 同 构 ， 更 一 般 有 如 下 定义 ; | 
- 定义 设 石 与 五 是 网 一 个 体 开 上 的 向量 衬 间 .每 一 个 
把 女医 成 五 的 一 一 映射 了 称 为 把 如 映 成 人 的 间 构 映射 如 
果 对 任意 的 mm, ygyE 如 , EK 有 
JJ 十 功 ) 一 让) FIN), FAT) =A WL)., 

显然 ,把 五 映 成 五 的 道 有 映射 "也 有 同样 的 性 质 ， 

如 果 在 吾 与 8’ 之 闻 存 在 这 样 的 同 构 映 射 ,就 说 召 与 尹 ' 
同 构 . | 

注意 , 从 条 件 JeC+2) = 了 (XY) 十 有 (9) 可 推 得 对 每 个 有 理 
数 入 ,f(Aw) 一 和 je); 但 对 任意 的 纯 量 2, 不 能 推出 这 关系 。 
因 之 , 上述 定义 中 的 第 二 个 条 件 才 是 主要 的 . 

同 构 映射 的 例子 

1) 设 卫 是 向 量 空间 , 入 是 纯 量 了 0。 把 召 映 成 吾 本 身 
的 映射 w 一 Aw 是 同 构 映射 ， 称 为 以 0 为 中 心 、 以 和 为 比例 常 
数 的 位 似 ， 

2) 设 厂 :是 [0， 习 上 的 连续 函数 的 向 量 空 间 ，3 是 [0， 
11 上 当 w=0 时 为 零 的 连续 可 微 肖 数 的 向 量 空 间 . 由 初等 分 
析 的 一 个 定理 知 这 两 个 空间 辐 构 . 

3) 定义 在 形 上 上 的 线性 函数 具有 G141 十 Qsws 的 形式 ， 因 
此 , 立即 得 : 这 类 函数 的 集合 是 同 构 于 局 的 向 量 空间 . 

4) Lo, 11 上 的 连续 函数 空间 辣 移 于 (一 c， 十 cc) 上 上 连 
续 ， 并 且 当 z~> 十 eo 或 o 一 > 一 oo 时 ， jw) 趋 于 有 限 极 跟 的 范 
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数 下 的 空间 ， 

5) 在 尽 上 连续 且 周 期 为 工 的 周期 函数 的 空间 同 构 于 定 
义 在 一 圆周 上 的 连续 范 数 的 空间 . 

向 量 空 间 的 积 

从 对 出 发 定义 严 所 用 的 方法 可 以 推广 ， 这 使 我 们 可 以 
从 已 知 的 空间 构造 出 新 的 空间 . 

例如 , 设 Bi 与 Bs 是 尽 上 的 两 个 向 量 空 间 . 用 二 x 色 ， 
表示 偶 对 侈 一 (wi，fr2) 的 集合 ,这 里 Wj ERB, WoaELEa。 知 多 
一 (Wl N29) ，2 一 (2 ，Va)， 我 们 令 : 

T+Y= (Wit Yi, Wat Ya), MT = (NW, MWs), 

具有 如 上 运算 的 集合 及 Xx 吾 , 就 不 为 上 的 向 : 量 空间 ， 
称 为 i 与 五 3 的 积 . 

同样 可 定义 任意 一 族 有 限 个 乃至 无 限 个 向 量 空 间 的 积 . 

例子 由 定义 在 有 如 上 的 形 如 h(z1，z2) 一 (Ww) 十 
g (wa) [ 注 ]， 且 f(0) 一 g《0) =0 的 函数 及 (wv1，wa) 的 空间 同 构 于 
定义 在 五 上 且 f(0)=0 的 函数 了 所 成 空间 的 上 月 乘 . 

2) [0，11 上 连续 可 微 函 数 的 空间 同 构 于 有 & 与 [0, 1] 上 
连续 函数 空间 :的 积 . 

癌 量 子 空 间 . 一 个 子 集 生成 的 子 空 间 

在 全 中 , 非 0 的 向 量子 空间 是 通过 原点 的 诸 直线 与 平面 

在 一 个 变 元 的 多 项 式 空 间 中 , rw 次 多 项 式 的 集合 , 可 以 被 
一 个 已 知 多 项 式 整 除 的 多 项 式 的 集合 ， 以 及 只 有 偶 次 项 的 多 
项 式 的 集合 , 都 是 向 量子 空间 . 一 般 有 如 下 定义 . 

定义 泌 卫 是 向 量 空 间 . 如 果 召 的 子 集 4 满足 : w 与 
YE4 组 洱 人 w+YE A 以 及 对 任意 纯 量 入, 和 WwE 4,， 就 称 4 是 


[ 注 ]】 原文 作 f(z) h(0, 0) 一 0 不 妇 。 同 构 对 应 是 he 9)。 若 ho 一 f+ 
7 不 能 映 成 所 说 的 自 条 空间 。 
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如 的 向 量子 空间 ， 

显然 , 如 的 每 个 问 量 子 空间 都 是 环 的 期 法 子 群 . 

别 一 面 ,和 若 (4)ver 表示 如 的 一 族 疝 量子 空间 ， 别 六 了 了 每 
个 4; 的 元 素 的 集合 , 即 诸 4; 的 交 和 集合, 仍 为 如 的 问 量子 空间 . 

特 8 命 到 为 总 的 任 一 子 集 . 五 中 包含 入 的 向 量子 空 
闻 , 除 素 外 可 人 甬 还 有 上 的; 所 有 这 些 向 量子 空间 的 交集 4(\ 芯 ) 
显然 下 疙 引 人 馈 合 全 的 最 小 向 量 了 鹤 zs 间 ， 我 们 说 4 区 ) 是 王 
生成 交加 最 子 空 =: 间 .， 

现在 引入 一 个 新 概念 来 确定 到 的 元 需 的 性 质 

定义 命 区 是 回 量 空 间 马 的 子 集 合 . 卫 中 每 个 形 如 多 
= 这 和 vi; 的 元 称 为 六 的 元 素 的 线性 组 合 ， 这 里 (wsier 征 芯 
中 一 族 有 限 多 个 元 索 , 而 诸 入 是 纯 量 . 

碟 的 元 素 的 任何 线性 组 合 都 属于 包含 了 的 任何 向 量子 
空间 , 特别 是 属于 4(Z);， 另 一 而 , 所 有 的 线性 组 合 显然 构成 
五 的 一 个 向 量子 空间 ; 这 个 子 罕 间 包含 了 ,所 以 也 包含 
4 和),， 它 又 含 于 4( 芳 ), 因 此 两 者 恒 同 ， 换言之 

加 的 子 集 及 生成 的 子 空间 4( 了 ) 恒 同 于 太 的 元 素 的 线 
性 组 合 构成 的 集合 . 

互补 子 空间 

在 形 中 , 平面 与 从 原点 出 发 县 与 平面 只 在 原点 相交 的 直 
线 是 互补 子 空 间 的 例子 . 

定义 让 1 与 了， 是 加 的 两 个 子 空间 ， 如 盯 加 的 每 个 点 
% 都 能 唯一 地 写成 

和 一 UL 十 Wo WiE XI, WI Xs, 
就 说 了 1 与 入 3 互补. 
容易 验 明 ， 上 上 述 条 件 相 当 于 (XiU 蔗 生成 召 且 Xi 个 
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下 一 {0}. 

我 们 说 ,zi 是 w 在 及 1 中 的 分 量 , 或 者 说 轨 是 和 在 式 : 
上 平行 于 卫 s 的 投影 . 

若 记 ei 一 priw， 则 可 验证 

pri (T+Y) = priw+ priy, pri(NT) = Npriw. 

例子 今 1) 五 是 w 的 实 系 数 多 项 式 集合 ; 1 是 能 被 2 十 
1 整除 的 多 项 式 集合 子 s 是 次 数 不 高 于 二 的 多 项 式 集合 . 

2) 五 是 五 上 的 函数 空间 ; 了 1 是 个 函数 (f (一 2) 一 了 \%)) 
构成 的 子 空间 ; 也是 奇 函 数 (f( 一 42) 一 一 了 (%)) 构 成 的 子 空间 ， 

在 空间 2 中 , 一 个 平面 的 互补 子 空间 全 都 是 直线 ， 就 是 
说 , 互补 子 空间 总 是 园 构 的 , 这 是 如 下 一 般 命 题 的 特 侦 : 

命题 在 向 量 空 间 召 中 , 若 下 与 台 是 同一 子 空 间 乞 1 
的 两 个 互补 子 空间 , 则 平行 于 人 + 的 投影 是 了 ,与 瑟 2 之 间 的 
同 构 映射 . 

证 明 对 每 个 ze E 民 2，0 一 3 十 Vi， 这 里 wa 是 Vs 在 
蔗 。 上 平行 于 了 ;1 的 投影 。 但 这 个 等 式 也 可 写成 wo 一 和 2 十 
(一 Wx) 故 wz 又 是 wa 在 并 2s 上 平行 于 芝 ; 的 投影 . 

因此 , 如 上 的 (投影 ) 映 射 Za 一 0 是 把 下 映 成 2 的 一 
一 映射 ; 因为 是 投影 , 也 有 

(Ws Yo) = R22 Ye, NPs) 一 和 02， 

窗 这 是 同 构 映射 . 


2. 线性 无 关 , 基底 


几何 中 ,讨论 把 的 一 个 向 量 沿 着 三 个 已 知 向 量 的 方向 
进行 分 解 时 , 已 磁 见 过 线性 无 关 的 概念 ; 在 代数 中 , 研究 线性 
方程 组 的 可 解 条 件 时 也 磁 见 这 个 概念 ， 我 们 要 说 明 , 这 个 概 
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念 人 怎样 才能 不 依赖 于 所 研究 向 量 的 性 质 而 且 与 坐标 系 的 特殊 
选取 无 关 . 

定义 出 量 空间 如 的 一 族 有 限 多 个 元 素 (()sver 叫做 自 
由 的 , 如 果 每 一 关系 之 ， Xi; 一 0 理 涵 对 每 个 有 和 一 0.， 

如 果 一 族 任 意 多 个 向 量 的 每 一 个 有 限 子 族 都 是 自由 的 ， 
就 说 该 向 量 族 是 自由 的 ， 

非 自 由 的 族 叫 做 约束 族 . 

若 一 个 族 是 约束 族 , 则 存在 形 如 局 xiai= 0 的 一 个 关系 ， 


其 中 有 一 个 人 关 (U; 例如 Ao 天 0 时 ， 可 得 ao 一 之 OACEi， 反之 ， 


只 要 这 样 的 关系 成 立 该 族 必 是 约束 的 ， 故 ; 

一 个 族 是 约束 族 等 价 于 其 中 有 一 个 元 素 是 其 余 元 素 的 线 
性 组 合 . 

自由 族 的 诸 元 称 为 线性 无 关 的 ; 约束 族 的 庶 元 则 称 为 线 
性 相关 的 ， 

同样 可 定义 向 量 空间 的 自由 子 集 或 约束 子 集 的 概念 . 

例子 ”在 上 的 孙 数 空间 中 , 单项 式 序列 1，2，22，…， 
好 … 是 自由 的 ; 序列 sn xz, …', sin nw, …!: 也 是 如 此 ， 

基底 的 定义 ”向 量 空间 召 中 生成 召 的 任何 自由 子 集 称 
为 五 的 基底 . 

若 卫 一 (aier 是 五 的 一 个 基底 , 每 个 EB 唯一 地 家 成 
光一 之 Via 这 里 请 纯 量 中 , 除 有 限 个 外 均 为 零 ; %; 称 为 多 
的 第 :个 坐标 ，mia; 称 为 w 的 第 分 量 . 

例如 ， 在 嫩 中 , 2 个 元 素 Qi= (oz po) (mi 一 1， 其 余 
为 0) 的 集合 就 是 一 个 基底 .在 多 项 式 空间 中 ， 单 项 式 1， mw， 
03 0 的 集合 是 一 个 基底 . 
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可 以 证 明 , 每 一 向 量 空间 至 少 有 一 个 基底 ; 下 面 仅 就 有 限 
维 空间 证 明 这 个 事实 . 

有 限 维 空间 的 基底 

空间 卫 如 果 包 含 一 个 生成 它 的 有 限 子 集 , 况 员 有限 维 
这 个 有 限 子 集 也 叫做 有 限 生成 组 . 

有 限 维 空间 的 研究 取决 于 下 列 定理 . 

定理 1 车 G 是 向 量 空 间 轧 的 有 限 生 成 组 工 是 G 的， 
自由 子 集 , 则 存在 的 一 个 基底 B, 使 得 LCBCG. 

命 = Lo, 假设 已 确定 了 G 的 自由 子 集 互 ， 若 不 朱 
成 五， 则 存在 仿 的 元 素 wo 不 是 L 的 元 素 的 线性 组 合 , 他 
的 子 集 ZU{eo 二 显然 是 自由 的 , 记 为 Test 

于 是 我 们 有 ZoCZ…CZCZo 这 序列 严格 递增 ; 因 
CG, 而 人 有 限 , 所 以 这 序列 有 限 ， 因此, 存在 一 个 五 无 
后 继 的 Da 换言之 , ,生成 恕 , 这 冯 就 是 所 求 的 基底 B. 

定理 & 车 G 是 吾 人 的 有 限 生成 组 , 工 是 召 的 自由 子 集 (不 
必 会 于 9, 则 存在 加 的 一 个 基底 B 包含 工 并 合 于 GUL. 

将 定理 用 于 自由 子 集 工 与 生成 组 (GU 万 即 得 ， 特别， 
召 的 每 个 有 限 生 成 组 均 包 售 一 个 基底 . 

因此 , 每 个 有 限 维 向 量 空间 都 具有 有 限 基底 .另外 , 这 样 
的 空间 不 能 有 无 限 基底 , 这 一 点 并 不 明显 , 不 过 确实 无 误 , 更 
确切 地 说 ， 利 用 定理 2, 使 用 归纳 法 可 以 证 明 , 在 有 限 维 空间 
中 , 每 个 基底 都 是 有 限 的 , 并 且 含 有 同样 多 个 元 素 . 

这 个 共同 的 个 数 称 为 空间 的 维 数 . 注意 , 这 个 结论 对 于 任 
意 体 及 上 的 向 量 空间 加 也 成 立 ， 不 过 , 要 紧 的 是 要 确切 说 明 
有 关 的 体 下 :3 事实 上 , 若 召 是 体 O 上 的 %% 维 向 量 空 间 ， 空间 
乒 世 可 视 为 体 如 上 的 向 量 空间 ， 但 后 者 的 维 数 不 再 是 mw 而 
是 2n; 例如 , 0 视 为 O 自身 上 的 向 量 空间 是 1 维 ， 但 视 为 B 
+ 3 。 


上 的 向 量 空 间 便 是 2 维 . 

上 述 结果 有 许多 明显 的 推论 , 今 列 其 最 重要 者 如 下 : 

1) 要 使 刀 上 两 个 有 限 维 向 量 空间 召 与 召 同 构 , 充 要 条 
件 是 它们 的 维 数 相 等 .特别 , 每 个 ?” 维 向 量 空间 都 与 忌 同 构 . 

2) 设 召 是 即 维 向 量 空间 , 则 

a) 如 的 每 个 生成 组 至 少 合 有 % 个 元 素 ; 若 恰 好 含有 ?个 
元 , 它 就 是 一 个 基底 . 

b) 五 的 每 个 自由 子 集 至 多 含有 多 个 元 ; 若 恰 好 含有 % 个 
元 , 它 就 是 一 个 基底 . 

cj 卫 的 每 个 向 量子 空间 六 至 多 是 2 维 ; 车 它 是 %% 维 , 就 
是 五 本 身 . 

d) 加 的 每 个 异 于 如 的 向 量子 空间 都 有 互补 的 子 空间 ， 
这 两 个 互补 子 空间 维 数 的 和 等 于 马 的 维 数 %。 


3. 线性 映 英 


在 古典 分 析 与 现代 分 析 中 ， 占 主导 地 位 的 概念 之 一 是 线 
性 函数 的 概念 ， 这 个 概念 只 是 在 向 量 空间 的 范围 内 才 表 现 出 
它 的 全 部 意义 . 

定义 若 如 与 已 是 在 同一 体 玉 上 的 两 个 向 量 空间 . 把 
恕 映 入 了 的 线性 上 映射 ,是 指 把 召 映 入 了 的 任何 映射 ,使 得 
对 任何 w， yy EZ, 入 EK, 有 

f E+Y) 一 Fa) 二 2 FNL) = NF). 

例如 ， 把 五 映 成 五 的 同 构 映射 不 外 平 就 是 把 加 映 成 了 
的 一 一 线性 瞻 射 . 

线性 映 庙 的 例子 

1) 五 是 向 晤 空间 二, 如 a, …, ,的 积 . 对 于 召 中 任何 
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= (Wo, 把 如 映 戌 思 ; 的 映射 ww; 是 线性 的 . 


2) 车 及; 与 了。 是 空间 加 的 两 个 互补 子 空间 ， 抠 加 陕 


成 下 1 的 映射 ->Pri vw 是 线性 映射. / 
3) 令 卫 , 是 一 个 变 元 的 % 次 多 项 式 p(w) 构 成 的 冉 量 室 


间 . 若 fg) 表 示 名 的 汪 次 项 , 则 把 P. 映 入 P, 的 上 映射 是 线 


性 映射 . 

4) 令 召 是 [0， 妖 上 的 可 微 实 函数 > 扩 构 成 的 空间 ， 用 
2 表示 函数 % 的 导数 : 

a) 把 召 贞 入 避 的 映射 x->v') 是 线性 映射 . 

b) 把 召 贞 入 [0， 吕 上 的 数值 函数 构成 的 空间 的 映射 % 
一 w' 是 线性 映射. 

5) 令 恕 是 [0, 1] 上 的 实 连续 函数 空间 : 


2) 定义 全 (人) 一 | vw)du, 每 个 都 有 其 相应 的 下, 映 


射 它 > 并 是 把 召 喘 入 至 的 线性 映射 ， 
b) 把 恕 映 入 五 的 映射 ->| .=(Go)au 是 线性 映射 


6) 令 万 是 定义 在 圆 盘 2 十 y? 志 1 上 的 连续 函数 空间 ; 了 
是 定义 在 该 圆周 界 上 的 连续 函数 空间 .， 考虑 加 的 元 素 9 在 
圆周 上 的 限制 , 这 个 对 应 关系 是 把 召 喘 入 忆 的 线性 喘 射 . 

一 些 明显 的 性 质 ”其 中 最 重要 者 列 出 如 下 ; 
”1) 传递 性 若 了 /把 如 上 映 入 丽 g 把 瑞 入 G 则 当下 与 
g 是 线性 映射 时 , 由 jz) =g9(f(w)) 定 义 的 映射 n=gof 是 线 
性 的 . 

2) 车 是 把 加 映 入 了 的 线性 映射 ， 则 加 的 像 ( 如 ) 是 
的 向 量子 空间 ， 玉 的 任 一 向 量子 空间 六 的 逆 像 广 * 了 ) 是 
万 的 向 量子 空间 . . 
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线性 映射 的 我 
了 汪 是 把 歼 映 入 至 的 线性 上 映射， 召 的 像 太 吾 ) 的 维 数 称 为 
” 子 的 秩 ， 下 述 命题 常 用 来 确定 秩 : 

三 的 秩 等 于 五 中 与 广 : 0) 互补 的 子 空 间 的 维 数 ， 

事实 上 , 令 G9 是 与 (0) ( 即 是 f(w) 一 0 的 根 的 集合 ) 互 
补 的 子 空间 . 

对 下 每 个 侣 EW 有 唯一 分 解 人 =2wo 十 WJ， 这 里 WoE 
太一 (0 )， 1 GE GT 

我 们 有 (YX) 一 J (Wo) 十 f 了 (wi) 一 Ci 故 了 (GQ) 一 矿 酝 ). 

然而 , 对 每 一 WE GQ, 只 要 Ww#0 必 有 f(zw) 关 0， 故 f 了 在 
G 上 上 的 限制 是 把 G 映 成 LE) 的 一 一 上 映射， 所 以 这 个 限制 是 
G 与 f{ 召 ) 之 闻 的 同 构 映射 , 由 此 命题 得 证 . 

推论 线性 上 映射 决 不 增 大 维 数 ， 当 召 有 限 维 时 ， 欲 使 
(加) 与 如 人 维 数 相等 , 充 要 条 件 是 了 是 一 一 的 . 
”这 个 推论 刻 划 了 线性 映射 的 一 个 重要 性 质 ， 这 个 性 质 并 
非 每 个 连续 映射 都 具有 的 , 因为 某 些 连续 映射 要 增 大 维 数 . 

生成 组 的 像 

设 f 是 把 如 上 映 入 了 的 线性 上 映射 ， 子 是 恕 的 子 集 . 

显然 , 卫生 成 的 空间 4( 王 ) 的 像 (4( 及 )) 由 (wz) 生 成; 
当 革 生成 五 时 ， 了 完全 由 它 在 卫 上 的 限 抽 所 确定 . 特别 
若 扎 是 吾 的 基底 ， 只 要 对 这 个 基底 的 每 个 元 素 史 确定 了 
Jo 那么 了 就 完全 确定 了 . 


4， 线 性 形式 , 回 量 空间 的 对 倡 空间 


设 召 是 体 下 上 的 癌 量 空间 ,把 吾 映 入 大 的 任何 线性 映 
射 , 称 为 吾 上 的 一 个 线性 形式 ， 
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五 上 所 有 线性 形式 的 集 含 , 可 以 自然 地 具有 (KK 上 ) 向 量 
空间 的 结构 , 定义 如 下 ， 

设 了 与 9g 是 两 个 线性 形式 ， 定 义 形式 h=f+g 与 6= 和 f 
(AE 天) 如 下 ; 对 每 个 WE BR, : 

h(w) =f (8) +g9 NL) ECR) = fT). 

如 上 得 到 的 向 量 空间 称 为 召 的 对 偶 空间 , 记 据 2" 

对 每 个 w'E B*，w'(w) 是 一 个 纯 量 ,一 般 记 为 C2, we. 

对 于 每 个 固定 的 w'，<w，zw' 是 五 上 的 线性 形式 。 对 于 
每 个 固定 的 w, 4p，w'> 是 B* 上 的 线性 有 形式， 也 说 Le, w》 是 
和 证 义 在 互 x 百 "上 的 典范 双 线 性 形式 . 

坐标 形式 .对偶 基 

我 们 限于 讨论 有 限 维 空间 . 

设 卫 是 % 维 向 量 空间 ，(@i) ier 是 召 的 基底 .， 恕 的 每 个 
XY 唯一 地 写成 w= 这 5. 

把 妃 映 入 KK 的 映射 zs 是 线性 的 ， 所 以 是 一 个 线性 
形式 , 记 作 1, 称 为 关于 所 选取 基底 的 第 i 个 坐标 形式 . 

(Qi)iel 构成 B* 的 一 个 基底 , 称 为 五 的 基底 (Qy)ver 的 对 
偶 基 .事实 上 , 对 于 每 个 w' E 8', 我 们 有 . 

WR) TE EM) 一 也 ED (A) = Ta x) (a), (1) 
或 者 Ww’ = Zw (0) ua . 

这 表明 庶 @; 生成 五 5 另 一 方面 , 诸 a 又 是 无 关 的 , 这 是 
因为 ， 关 系 之 入 Gi =0 等 价 于 对 每 个 族 (&o)ier 及 Ai C—O, 
所 以 ,对 每 个 了 布 入 一 0 

大 令 人 0) 一 61, 即 w' 二 541， 则 公式 (1 表明 

TW, WO El (2) 

当 我 们 在 用 与 久 中 考虑 两 个 对 偶 基 时 ， 公 式 《(2) 就 是 
<w; ww 2 的 标准 形式 . 这 不 外 是 欧 氏 空间 上 线性 函数 的 熟知 
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形式 , 例如, = az 十 2% 十 oz 因此 有 如 下 结论 ， 
若 召 是 % 维 空间 ,， 则 Br 也是， 又 车 选 取 召 与 BB 的 两 


个 对 偶 基 ， 则 <%， 2D 61681. 


5. 线性 方程 
我 们 所 处 理 的 最 一 般 的 形式 ， 可 以 使 代数 与 分 析 中 的 许 
多 问题 变 得 形式 简单 ， 


定义 设 避 与 是 同一 体 上 的 两 个 同 量 空间 ， 每 个 
形 如 了 (WwW) =2o 的 方程 称 为 线性 方程 ， 这 里 ，f 是 把 上 映 入 
PP 的 线 往 映射 ,yo 是 五 中 的 已 知 元 ， z 

五 中 每 4 使 得 fm) = Yo 的 元 素 w 叫 这 个 方程 的 解 ， 

方程 f(w) 一 0 叫 对 应 于 已 知 方程 Fe) 一 Vo 的 齐 浆 方 
程 . go 称 为 已 州 方程 的 右 端 . 

每 个 右 端 为 和 去 的 线性 方程 称 为 齐 次 线性 方程 . 

例子 1) 五 是 定义 在 开 圆 盘 2 上 To2<1 中 , 且 具 有 各 阶 
偏 导数 的 泗 数 构成 的 空间 ,FF 就 是 芋 。 映射 fF 是 一 个 微分 算 
子 ; 例如 , 了 是 拉 普 拉 斯 算 子 - 世 二 十 - 尼 ， 这 时 ， 方 程 站) 
一 Yo 不 外 承 是 非 齐 次 的 线性 偏 微分 方程 . 

2) 是 在 闭 圆 盘 ww 十 wl1 上 连续 且 在 圆 盘 内 部 调和 
的 函数 构成 的 空间 .2 是 相应 加 有 周 上 的 连续 函数 构成 的 空 
图. 取 映 射 7， 对 每 个 gE€EB, 使 8 在 圆周 上 的 由 制 与 之 对 应 . 
求 函数 p, 使 得 fg) 一 yo, 这 里 yo EF, 也 就 是 对 于 函数 yo 求 
解 狄 利 厦 勤 问 题 . 

3) 加 是 [0， 吉 上 的 连续 函数 2( 妨 的 空间 ，fF=， 若 
四 (WV) 表示 正方 形 0<uw，v 志 1 上 的 一 连 绪 函数 , 上 是 把 卫 
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映 入 也 的 映射 ,定义 为 
fo) (OD= | $s, Woldr, 
方程 f(z) 一 5, DE 刀 不 过 是 积分 方程 
| $B, Danadr=b(). 


线性 方程 的 解 的 形式 

定理 设 f(X) 一 yo 是 一 线性 方程 ， 浴 wo 是 这 方程 的 
任 一 解 ， 那么 ， 把 对 应 齐 次 方程 的 任意 解 与 wo 相 加 就 得 到 
f(x) 一 go 的 全 部 解 ， 因 此 , 解 的 集合 是 仿 射 灸 wo 十 广 !(0)， 
由 如 的 向 量子 空间 了 7 (0) 平移 we 而 得 . z 

欲 使 方程 至 多 只 有 一 个 解 , 充 要 条 件 是 了:(0) = {0}, 所 
以 , ff 是 把 召 映 成 (BB) 的 辣 构 映射 . : 

上 述 结论 的 证 明 是 明显 的 . 

方程 组 ”一 个 线性 方程 常 可 表 成 线性 方程 组 形式 . 

，、 设 如 是 回 量 空间 , Cuier 是 一 族 有 限 或 无 限 多 个 疝 景 空 
间 , 对 每 一 52E7， 令 f; 是 把 吾 喘 入 ;的 线性 上 映射. 

方程 族 (fi(w) =0i)ier， Bb EF, 称 为 线性 方程 组 .这 个 
方程 组 的 解 是 指 该 组 内 所 有 方程 的 公共 解 . 

这 样 的 方程 组 等 价 于 一 个 线性 方程 . 事实 上 , 设 五 是 庄 
的 积 空间 ; 6== (6;), 是 把 加 映 入 了 的 映射 , 它 的 分 量 是 
fi 方程 fw) = 就 等 价 于 所 给 的 方程 组 . 

反之 , 一 个 线性 方程 也 可 以 换 成 方程 组 . 例如 , 设 f 是 g 
维 空 间 ， (pierz 是 克 的 基底 ; 对 每 个 VE 有 y= Bb;. 

于 是 , 给 出 把 空间 吾 映 入 了 的 一 个 线性 上 映射, 就 等 于 给 
出 9 个 线性 形式 f;, 使 得 对 每 个 wEB 有 

fw) = f(T b,. 
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天 此， 每 个 方程 f(w) = 一 2 等 价 于 一 组 9 个 方程 户 (29 一 
pi, 后 考 还 可 写成 4, jj>=B， 这 样 的 方程 组 称 为 纯 量 方 种 
组 ， 
现在 我 们 再 假定 如 也 是 有 限 维 的 ， 
在 有 限 维 空间 上 的 纯 量 方程 组 z 
定理 设 羡 是 多维 向 量 空间 ;， (st)ier 是 五 的 7 个 元 素 
(最 召 上 的 了 个 线性 形式 ) 的 自由 族 , 则 对 任 总 的 纯 量 m， 纯 
量 组 
CW, Ti?=n: (WET) 
有 和 解 ， 解 的 集合 形 如 zo 二 了， 这 里 V 让 是 思 的 2 一 ?7) 维 问 量 
子 空间 . 
事实 上 , ws 属于 玖 ”的 一 个 基底 B*, 这 个 楚 底 是 召 的 一 
个 基底 B 的 对 偶 基 上 底 . 
对 -让 B", 每 个 Ww; 雇 有 的 坐标 , 除 一 个 外 都 为 去, 所 以 在 对 
偶 基 BB 与 Br 下, <w, Ww;> 一 61， 因 此 上 面 的 纯 量 方程 组 写成 . 
Gi= mM (ZE 7). 
于 是 这 个 方程 组 对 于 GE 工 有 解 生 = 让 对 于 4G 工 以 年 
意 6 为 解 . 因 之 ， 定 理 中 的 天 是 吾 中 使 得 尝 标 4 人 Diss 全 为 
零 的 向 量 组 成 的 子 空 间 , 其 维 数 正好 是 (一 9), 
为 了 研究 任意 的 纯 量 方程 组 , 引入 下 面 定 义 
EB* 中 由 族 (Wi)wer 所 生成 的 子 空间 的 维 数 ( 即 线性 无 关 的 
Ww, 的 最 大 数目 ), 称 为 纯 量 方程 组 (Ww, > 一 mn.(%E TI) 的 秩 ， 
利用 前 面 的 定理 , 可 以 证 明 ， 
定理 设 《w, wD》 一 m(6 ET) 是 nn 维 向 量 空间 妃 上 秩 为 
7 的 纯 量 方程 组 要,; 它 至 少 有 一 解 , 充 要 条 件 是 对 每 个 零 
丝 性 组 合 之 和 Nati 二 0, 也 有 这 入 ;二 0. 
当 这 个 方程 组 有 解 wx。 时 , 解 的 集合 形 如 wo 二 六 ,这 里 六 
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是 吾 的 (wn 一 7?) 维 向 量子 空间 . 

推论 1) 要 使 % 维 向 量 空 间 如 上 的 者 次 纯 量 方程 组 有 
非 零 解 充 要 条 件 是 它 的 秩 <m. 

2) 要 使 % 维 空间 上 的 一 组 % 个 纯 量 方程 组 有 一 且 仅 有 
一 解 《 克 莱 姆 方程 组 ), 充 要 条 件 是 对 应 的 齐 次 组 只 有 零 解 . 

为 了 进一步 研究 纯 量 方程 组 ， 特 别 是 为 了 给 出 可 以 确定 
它 的 秩 的 方便 方法 , 要 用 到 行列 式 的 理论 , 本 文 就 从 略 了 。 
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第 四 讲 ”线性 映射 与 矩阵 


有 .ELichnerowicz (法 兰 西 学 院 教授 ) 


这 期 讲座 的 前 面 几 讲 中 , 研究 了 主要 的 代数 结构 : 称 人 的 结 
构 , 环 的 结 桨 , 体 的 结构 , 以 及 向 量 空间 的 结构 . 我 这 一 讲 是 讨 
论 把 一 个 向 量 空间 映 入 另 一 个 向 量 空间 的 线性 鼎 射 及 其 矩阵 
表示 , 这 一 讲 里 我 们 将 磁 到 上 述 各 种 概念 的 一 些 例 子 . 

本 讲 的 主题 正好 相当 于 前 不 久 所 谓 的 线性 变换 的 理论 ; 
老实 说 ,现代 观点 并 未 产生 任何 实质 上 新 颖 的 结果 . 我 要 讲 
的 东西 ， 你 们 大 家 都 知道 . 现代 观点 以 及 由 此 产生 的 数学 活 
动 规律 的 变化 , 其 所 以 有 价值 , 正 是 由 于 方法 的 谐 调 一 致 ， 即 
在 于 概括 的 威力 . 

过 时 的 线性 变换 理论 中 表达 方式 和 标号 细 且 入微， 在 其 
浓 云 迷雾 的 拖 盖 下 , 基本 结果 和 证 明 的 主导 思想 便 很 难 突 出 ， 
行列 式 以 及 由 此 建立 起 来 的 线性 方程 组 理论 似乎 起 着 主要 的 
作用 . 

按照 我 们 新 的 搞 法 , 喜欢 尽 可 能 少 用 表达 式 , 而 对 向 量 和 
映射 加 以 直接 的 、 内 在 的 论证 , 清楚 地 突出 奠定 理论 基础 的 那 
些 重要 的 代数 结构 , 而 且 不 再 使 用 行列 式 ; 我 们 觉得 行列 式 是 
一 种 工具 , 用 得 过 分 , 就 会 掩盖 那些 基本 代数 引 妆 和 节 单 明 白 的 
面 艇 ， 在 我 的 讲演 里 , 几乎 不 用 行列 式 , 只 是 讲 特征 值 的 那 部 
分 是 个 例外 ; 那里 不 用 行列 式 也 是 行 之 有 效 的 , 不 过 这 一 点 我 
就 不 多 嘿 味 了 , 我 仍然 假定 大 家 知道 十 典 的 线性 方程 理论 , 总 
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力 选 择 各 种 不 同 的 证 明 ， 以 显示 近世 代数 证 明 方式 的 运用 灵 


活 与 丰富 多 采 . 

我 要 给 你 们 讲 的 理论 ， 无 疑 会 使 你 们 感到 别 握 而 不 会 让 
你 们 为 之 倾倒 , 因为 你 们 也 和 我 一 样 , 本 来 都 习惯 于 另外 一 套 
东西 . 请 你 但 不 要 怪我 过 分 抽象” 这 个 颇 为 悦耳 的 不 逊 之 
词 究 竞 是 什么 意思 , 是 很 难说 清楚 的 ; 而 散布 在 黑板 上 的 粉笔 
灰 的 数量 也 不 能 说 明 我 讲 的 内 容 的 具体 程度 . 具体 的 东西 往 
往 正 好 是 我 们 习 以 为 肖 的 东西 ， 即 是 在 我 们 个 人 的 成 长 过 程 
中 占 主导 地 位 的 东西 .对 于 我 这 一 代 很 多 数学 家 来 说 ， 近 世 
代数 在 我 们 掌握 之 前 也 显得 抽象 ， 而 在 我 们 更 年 轻 的 同事 中 
那些 (她 我 骨 说 一 句 ) 从 小 受到 疝 量 空间 起 陶 的 人 看 来 ， 近 世 
代数 正 是 光彩 夺目 的 具体 之 物 . 

自习 集合 瑟 上 关于 一 个 可 换 体 及 ( 纯 量 体 ) 的 向 量 空 
间 结 构 由 下 列 两 个 合成 法 则 确定 ; 

+” 五 的 一 个 内 合成 法 则 , 用 加 法 表示 ,在 马上 定义 了 一 
个 阿 贝 尔 群 的 结构 ; 

2” 一 个 称 为 "用 纯 量 乘 - 的 合成 法 则 ， 对 于 acGE 天 ，2zE 
妨 相应 地 给 出 prE 妨 具有 如 下 性质 . 对 任意 的 wa， BE 友 ， 
TX, YE 避 有 

1.R=RX, (BX) = (aB8)T, 
(at+B)LT=or+Be, oTHY) =—ar+ay. 

这 里 所 考虑 的 向 量 空间 都 假定 为 有 有限 维 的 ， 维 数 是 指 也 
中 日 由 向 量 的 最 大 个 数 (或 者 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 ). 

石 的 向 量子 室 间 是 五 的 子 集 使 得 对 任意 的 %, 全 六 ， 
QEK 有 妈 十 Y, aWETV. 的 一 组 向 量 的 线性 组 合 是 如 的 
一 个 子 空间 的 元 素 , 这 个 子 空间 称 为 “出 该 向 量 组 生成 问 蜂 
组 约 秩 是 其 中 所 含 自由 向 量 的 最 大 个 数 ， 也 就 是 这 组 癌 量 生 
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成 的 子 空间 的 维 数 . 

给 了 五 的 子 空 间 下, 则 存在 子 空间 了 .使 得 到 的 每 个 向 
基 都 能 唯一 地 老成 TU 的 一 个 向 景 与 Y 的 一 个 向 量 的 和 。 特 
别 有 NV=0; U 叫做 六 在 五 中 的 补 子 空间 . 


T， 线 性 映射 彼 要 


线性 映射 的 概念 

a) 设 有 两 个 向 量 空间 召 与 思维 数 分 别 为 怀 与 2 确定 
在 同一 纯 量 体 及 上 (例如 实数 体 或 复数 体 ). 

定义 ”把 五 映 入 本 的 一 个 映射 叫做 线性 映射 , 如 果 满 
足下 列 两 个 条 件 : 

1) 对 任意 gm,， VE 了 有 Jp 二 2) 一 六 2W) +f(Y), 

2) 对 任意 XE EE, a€E KK 有 f(aw) 一 oj (%). 

把 召 映 成 五 的 线性 映射 叫做 同 态 映射 ; 车 了 还 是 一 一 
的 , 则 耻 叫 把 吾 映 成 的 同 构 映 庙 . 

至 上 的 线性 形式 , 就 是 一 个 线性 映射 , 把 媚 喘 入 羽 本 身 
所 构成 的 一 维 向 量 空间 ， 车 该 形式 不 恒 为 零 ， 则 它 还 是 把 万 
映 成 及 的 同 态 映 射 .初等 几何 中 讲 到 很 多 线性 映射 ， 在 初等 
几何 的 空间 中 给 定 坐 标 系 owyz， 取 所 有 (自由 ) 向 量 的 空间 为 

刀 平面 zoy 上 向 量 构成 的 空间 为 ,平行 于 oz 的 射影 为 映射 
f, 这 是 把 召 映 成 f 的 映射 . 

同样 , 仍 取 吾 如 上 , 了 = 召 ， 中 心 为 0、 比率 为 入 的 位 似 
定义 一 个 把 恕 觅 成 自身 的 一 一 映射. 

b) 五 的 向 量 由 了 产生 的 像 是 矿 中 的 向 量 , 它们 构成 P 的 
子 集 f (用) 是 尺 的 一 个 向 量子 空间 ， 事 实 上 , 车 (是 耳 的 
任 一 基底 , 因 了 线性, 故 相 应 于 向 量 
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vw Sol, (vw'€EFK) (1) 
=1 


得 到 万 的 向 量 z 
f (2) = Tf CD， (2) 


因此 ，f (8) 的 每 个 元 毕 均 可 表 成 (2) 的 线性 组 合 . 反 
之 , 的 每 个 向 量 ， 刀 果 可 以 表 为 系数 是 (27) 的 这 种 线性 组 
合 , 束 是 (了 由 了 产生 的 像 从 而 了 (EB) 是 玉 中 由 了 QQ) 生 成 的 
子 空间 . 

如) 的 维 数 昌 做 线性 上 映射 了 的 秩 ; 这 个 秩 正好 就 蚌 玉 
的 那 组 % 个 向 量 卫 (i) 的 秩 , 故 ?<%, %. 

6) 哲 把 如 映 成 (加) 的 映射 是 一 一 的 ， 则 f(w) ==0 妆 
泣 充 =0， 荐 (2) 式 确定 的 (WY) 为 零 , 则 (四 式 确定 的 和 为 零 ， 
所 以 ww 一 0。 因 此, 诸 了 (4;) 构 成 自由 组 , 7=w, 或 / 

dim f (2) =dim £. 

反之 , 考 虚 两 个 同 维 数 的 空间 且 与 了 了， 容易 构造 它们 之 
间 的 一 个 同 梅 喘 射 : 若 (i 是 万 的 基底 ， (f0) 是 五 的 基底 , 设 
了 把 交 一 之 olE 五 映 成 了 gw) = wfE .立即 可 以 验 明 ,这 
样 就 定义 了 一 个 把 召 映 成 了 的 一 一 线性 映射 f/， 即 同 构 上 映 
射 . 因此 ， 两 个 向量 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 维 数 相 
同 . 

向 量子 空间 的 像 

a) 线性 映射 有 个 基本 性 质 ， 即 保持 向 量 空间 的 结构 . 
确切 地 讲 , 若 广 是 如 的 向 量子 空间 , 则 六 的 向 量 由 了 产生 的 
像 是 了 的 人 向量, 它们 构成 的 万 的 一 个 子 集 了 (7) 成 为 了 的 向 
量子 空间 .只 需 将 了 限制 在 VF 上 ,应 用 刚 如 对 (加) 得 到 的 结 
果 即 可 . 若 了 一 一 , 则 dim ==dim 了 f(V); 向 量 组 的 秩 在 同 构 
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映射 下 不 变 . 

车 WW 是 f( 如 ) 的 子 空间 , f《W) 是 如 的 向 量 集合 , 这些 
向 量 由 了 产生 的 像 属于 到, 显然 , f° (VW) 仍 是 如 的 子 空间 ; 
事实 上 , 若 ,VE 广 :0 则 .FwC-F2D) = 了 (WW) 十 FJ) EW., 
故 m+VE 太 (5 同样 ,大 a€EK 则 fow) =of (2) EW 
故 ow Ef (W). 

特别 , 车 取 玉 一 0、 则 广 - 0) 是 已 的 子 空 间 . 

b) 关于 这 个 子 空间 , 我 们 将 建立 如 下 定理 : 

定理 ”向量 空 间 f (ZB) 同 构 于 f"1(0) 在 召 中 的 任何 补 子 
空间 ， 

设 工 是 -1(0) 在 五 中 的 补 子 空间 . 对 于 每 个 元 素 ZE 
工 , 相应 地 得 到 了 (EB) 的 元 素 f(2)。 易 见 f (如 ) 一 FOOD) 事实 
上 , 若 .Fw) (wEB) 是 了 (B) 的 任意 元 素 , 考虑 分 解 : 

rT—y+z2 (yyEfF 0), zED). 
我 们 有 (zz) 一 f(y) 十 f(z) = 了 f(z) (因为 f(g) 一 0). 

如 上 定义 的 映 胃 是 把 荆 喘 成 1( 召 ) 的 一 一 映射, 因为 , 若 
(2z)=0， 则 zE 了 Mn 7 太 :(0) 是 零 元 素 ， 这 样 ， 我 们 就 定义 了 
把 工 映 成 (8) 的 一 一 线性 映射 , . 文 荆 与 A( 加 ) 问 构 。 由 此 推 

dim f7*(0) =n—7., 

特别 , 要 使 上 是 把 五 映 成 矿石 ) 的 同 榴 足 射 , 充 要 条 件 是 
"二 mn. 要 使 了 把 加 上 映 成 太 , 充 要 条 件 是 7 一 7. 要 使 把 如 喘 
成 五 的 同 构 , 充 要 条 信 是 7 一 n=%. 

把 总 上 映 入 了 的 映射 构成 的 向 量 空间 

对 于 把 吾 映 入 了 了 的 线性 映射 构成 的 集合 L( 乃 ， 下 ,我 
们 可 以 把 五 上 的 终 性 形式 的 集合 中 引入 的 合成 法 则 加 以 推 
六 ,在 (ZZ, Ff) 上 引入 两 个 合成 法 则 如 下 
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1” 对 于 已 知 的 九 gE 工 (如 了 ) 我 们 可 以 相应 地 得 到 一 


个 映射 , 记 为 +9, 定义 如 下 : 对 任意 的 w EB， 
f+g: >f 0) + g(r). 

这 映射 显然 是 线性 的 . 

2"” 对 于 已 知 的 wE 玉 ,FE 工 ( 玉 ， 了). 我 们 可 以 相应 地 
得 到 一 个 映射 , 记 为 af, 定义 如 下 ; 对 任意 的 E 五 ， 

af: Tf (ow) 一 cf (Ww). 

这 of 显然 也 是 线性 的 . 

容易 验 明 , 这 两 个 法 则 总 起 来 在 (HH， 太 中 确定 了 向 量 
空间 的 结构 。 于 是 我 们 有 了 线性 跨 的 相 加 ， 以 及 线性 映射 与 
纯 量 的 乘法 . 零 喘 射 使 得 与 所 有 wE 辐 对 应 的 元 素 都 是 0E€ 
B; Ff 的 反映 射 使 得 对 于 每 个 %E 吾 相应 地 给 出 了 (2) 的 反 语 
量 。 

两 个 或 多 个 线性 映射 的 积 

考虑 三 个 向 量 空间 召 , PF, G，、 维 数 分 别 是 mw, p,q. 设 了 
是 把 了 巨 上 映 入 了 的 线性 上 映射, g 是 把 五 映 入 9 的 线性 映射 . 今 
考虑 把 妃 映 入 G 的 一 个 映射 , 定义 如 下 ;车 wE 如 则 按 了 得 
. 到 也 的 元 素 一 f (Ww)， 然 后 按 9 得 到 G 的 元 素 ZzZ=g (8) 一 
g《f(《w))。. 这 个 把 吾 映 入 G 的 映射 记 为 ge。 f， 它 是 线性 的 ， 
因为 对 于 aEK, ww, wi, WEB 有 

gf (Wi Ra)) = 9 WD) + ws)) 
=g(f (8m)) +g(f (rs)), 
g (far)) =yf (WT)) =ag lf (2)). 

线性 映射 ge 了 叫做 线性 上 映射 与 g 的 合成 或 积 ， 这 个 条 
最 然 可 以 推广 到 两 个 以 上 的 线性 映射 ， 而且 按 定义 显然 是 结 
合 的 ， 关 于 (ZL( 如 ， 轧 或 上 (8，G)) 线 性 映射 的 加 法 是 分 恺 
as D2 。 


2. 矩阵 表示 


线性 映射 的 矩阵 表示 

a) 取 % 维 向 量 空间 五 , 2 维 疝 量 空间 下, 在 吾 中 选 一 基 
底 (4. 这 一 基底 到 定之 后 , 对 于 每 个 线 作 上 映射 ELCE, 了 F)， 
相应 地 得 到 也 的 一 组 % 个 向 量 (f(); 反之 ,对 玉 的 任何 一 
组 % 个 向 量 (f)， 也 相应 地 有 一 个 把 召 映 入 的 映射 ， 即 


是 把 
一 立 wv’ dE bb 
映 成 yD fe 


因此 ,在 如 中 选 定 一 基底 , 我 们 能 定义 一 个 一 一 映 庄 , 把 
芽 ( 娟 , fF) (把 召 映 入 的 线性 映射 的 集合 ) 映 成 五 的 所 有 
元 向 量 组 构成 的 集合 . 

b》 为 了 确定 这 样 一 组 中 的 所 有 向 量 , 最 方便 的 是 按照 忌 
的 一 个 基底 引入 它们 的 分 量 . 设 有 也 的 基底 (ey) (4 一 1, 
2,…, Pp), 将 f(b 用 这 基底 表 出 . 

fi) =aie + oie2 t+ oe,. 
f $2) = ade + a28at ,+ oiey, 
Le (8) 
f (ls) —ales + adest+ *…++ otey. 

这 样 我 们 一 共 引 入 了 五 的 2 个 数 ， 把 它们 排 成 一 个 矩 
形 表 . 
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al oa? a? 

4 一 | 3 2 ||- (a0) 
Wi 0 2 

(2 一 工 ， 2， ”> n= 1, 2, ”3 p), 


这 样 一 个 表 用 字母 4( 或 别 的 大 写字 母 ) 表 示 ， 称 为 % 行 
Pp 列 算 阵 (或 nxp 谷 阵 ). 

因此 ， 在 有 轧 与 中 分 别 选 定 了 基底 后 ， 对 于 每 个 线性 
映射 , 通过 (83) 得 到 相应 的 wxp 和 矩阵 , 称 为 了 在 所 选 定 基底 下 
的 表示 和 矩阵， 反之 , 设 有 羽 的 元 素 组 成 的 ”x2 矩阵 , 在 同一 
行 上 的 元 素 , 是 某 个 向 量 访 在 又 的 已 知 基 底下 的 分 量 ， 这 样 
就 得 到 五 的 % 个 向 量 , 根据 2), 这 些 向 量 定义 一 个 线性 映射 
f. 于 是 有 

定理 ” 设 选 定 吾 与 五 的 基底 ,公式 (3) 定义 了 一 个 一 一 
映射 , 把 (加, ) 映 成 所 有 nxp 和 抵 阵 的 集合 . 

c) 考虑 向 时 空间 K? 它 的 元 素 是 玉 中 2 个 数组 成 的 
序列 ，K? 有 一 标准 基底 (基底 (1 0, …0)，(0, 1, 0，…0)， 
…，(0, 0, …，1))，、 设 有 一 mxz2 和 拖 阵 4，4 的 每 一 行 确定 
K? 的 一 个 向 量 , 称 为 行 向 量 . 这 一 组 冯 个 行 向 量 的 秩 称 为 窍 
阵 4 的 秩 . 

根据 1, 的 基底 给 定 后 , 就 确定 K? 与 下 之 间 的 一 个 辐 
构 映 射 , 使 得 互相 对 应 的 向 量 有 相同 的 分 量 . ' 对 于 任意 选取 
的 瑟 与 了 的 基底 ，4 的 秩 等 于 诸 行 向 量 确定 的 中 那 一 组 
% 个 向 量 的 秩 , 所 以 4 的 秩 就 是 以 4 为 表示 算 阵 的 映射 了 了 的 
秩 . 因此 , 每 个 矩阵 4 与 其 所 表示 的 线性 映射 了 有 相同 的 秩 . 

正如 常用 向 量 的 分 景 去 处 理 向 量 ， 或 用 点 的 坐标 处 理 点 
一 样 , 用 线性 映射 的 表示 秆 阵 来 处 理 映 射 也 往往 很 方便 , 其 结 
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时 就 是 地 地 道道 的 有 关 线 性 映射 的 “解析 儿 何 ”. 
矩阵 表示 的 例子 
a) 投影 矩阵 
在 通常 的 几何 空间 中 , 给 了 三 个 单位 向 量 记 7,， 有， 两 两 
正 交 . 命 吾 为 通常 的 几何 向 量 组 成 的 向 量 空间 ， 了 是 i 了 
生成 的 子 空间 ，f 是 思 在 上 的 算 直 投影 ， 这 是 把 召 映 成 
下 的 线性 上 映射， 召 有 基底 人 7 kK), 有 基底 (i, 7)， 我 们 
有 : 
f 00) =%, 1 0 
Wa 一 7， 由 此 表示 算 阵 “| a 
fk) 0., 0 0 
它 的 秩 是 2, f(B) 的 维 数 = 万 的 维 数 . 
b) 位 似 和 矩阵 
轧 同 上 ,了 与 召 同 ,f 是 把 恕 上 映 成 自身 的 一 个 线性 映 , 由 
比率 为 入 的 一 个 位 似 确定 ; 五 与 7 有 基底 (i, 也 有 ): 
f0) 一 和 和 0 0 
WW = 和 J, ac。 入 | 
fk) 一 和 KR， 0 0 和 
它 的 秩 是 3. 
矩阵 代数 : 加 法 以 及 与 纯 量 的 乘法 
用 Mn， 分 表示 由 民 的 元 素 构成 的 mx2p 矩阵 的 集合 . 
我 们 要 在 及 (wn, 2) 上 定义 一 个 关于 区 的 向 量 空间 结构 . 
a) 对 (wm,，pD) 中 两 个 元 素 的 加 法 . 设 4 与 BB 是 两 个 由 KK 
的 元 素 构成 的 wx2 和 矩阵 .车 召 与 尺 是 玉 上 的 两 个 向 量 空 
闻 , 维 数 分 别 是 与 2, 基底 分 别 为 (1 与 (es)，4, B 是 把 加 
缺 入 万 的 两 个 线性 映射 了 与 9 在 此 基底 下 的 表示 和 矩 降 . 
我 们 来 讨论 映射 +g 在 如 上 基底 下 的 吉 示 和 矩阵 S， 车 
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有 A= (af), B= (59) ,我 们 有 
f Li) -之 ars,, g (1) -2 bre,, 


所 以 (f+g) (©) =f (i) +g (0) = 这 (f+ 2 们 Bu， 
及 的 元 素 为 


st—af+0t. (4) 
“XPp 和 矩阵 5S, 其 元 素 由 (4) 给 出 , 称 为 矩阵 4 与 了 的 和 
S=A+B. : 


这 样 定义 的 合成 法 唱 使 W (mw, p) 具 有 阿 贝 尔 群 的 结构 ， 


矩阵 O 是 所 有 元 素 都 浪 零 的 盾 阵 ; 把 一 个 和 矩阵 的 元 亲 都 换 成 


其 反 元 就 得 到 该 矩阵 的 反 和 矩阵 . 
b) 与 纯 量 的 积 ， 记 号 不 变 , a€ 玖 ,讨论 映射 of 的 表示 
矩阵 忆 ， 因 
fF) = Dates, of 1) -DB ootes, 
故 卫 的 元 素 为 


Pr = aart. (5) 

容易 验 明 ， 如 上 定义 的 两 个 法 则 使 W (mw 2p) 具有 问 量 空 
间 的 结构 . 

ec) 在 如 与 丸 中 各 选 定 一 基底 ， 考 虑 把 二 ( 妞 ，Z) 映 成 
了 Ww, Pp) 的 一 个 一 一 映射 BP， 对 任何 线性 映射 EL(B, £)， 
使 它 的 表示 矩阵 4=$(f) 与 之 相应 , 根据 上 面 加 法 以 及 与 纯 
量 的 积 的 定义 有 

$f+g)=p fi), blaf) =ap ff). 

所 以 , $ 是 把 向 量 空间 LC( 召 , 太 ) 英 成 向 量 空间 (wm, Pp) 
的 同 构 映射 . 

容易 构造 于 (w, p) 的 一 个 基底 : 设 已 是 nxp 先 阵 , 它 
的 每 个 元 素 除去 f=1 外 ,其余 为 0。 显然 ,车 4= (af)， 则 
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4- 它 or Eps. 

这 样 ， 每 个 wx 矩阵 都 可 以 麦 成 诸 承 的 线性 组 合 ， 而 
且 对 0 和 矩阵, 所 有 的 系数 都 必须 是 0。 诸 如 .构成 用 (nn, 0) 的 
一 基底 ， 它 由 np 个 元 素 ( 给 阵 ) 组 成 .因此 , 彼此 同 构 的 回 量 
空间 以 (w, p) 与 上 (如, 外) 的 维 数 都 是 np. 

和 矩阵 的 入 

从 绥 性 映射 的 合成 或 积 出 发 ， 在 某 些 情形 可 以 定义 矩阵 
的 积 . 设 召 ;, f, 和 是 天 上 的 三 个 启 量 空间 ， 维 数 分 别 为 由 
2、9， 分 别 选 定 基底 (0 ，(eo) ，(? 7 . 

对 于 所 选 的 这 些 基 底 , 命 %x2 怎 阵 4 是 把 五 映 入 了 的 
映射 了 的 表示 矩阵 ，pPxg 和 矩阵 BB 是 把 了 映 入 G 的 映射 g 的 
表示 和 给 阵 . 现在 讨论 把 召 映 入 G 的 映射 gof 的 表示 秆 阵 人 D; 
尹 是 nxg 甜 阵 . 若 : 

f (6) 一 之 ol8i，9 (Ey) 一 之 Di 


则 gf 1) = og(e) = ob 
即 gf (6) = bs) 
故 和 矩阵 DD 的 元 床 为 
d? = 2 oro2 《6) 


矩阵 力 叫 做 4 乘 以 B 的 积 , 记 成 4B. 仅 当 4 的 列 数 等 
于 B 的 行 数 时 , 乘积 4B 才能 进行 , 匀 积 4B 是 mn(4 的 行 数 ) 
xg(B 的 列 数 ) 和 矩阵 .下 列 性 质 是 显然 的 
1) 和 矩阵 的 积 是 结合 的 ;车 委 4 是 mnxp 算 阵 ， 8B 是 pxg 短 
阵 , OC 是 gx*r 矩阵, 则 
(A4B)O=A(BO). 
这 显然 是 因为 各 个 矩阵 所 表示 的 线性 映射 的 积 满足 结 
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2) 怒 阵 的 积 关 于 加 法 是 右 分 配 与 左 分 配 的 , 若 4，4i 与 


43 是 nxp 和 矩阵 B, Bi 与 Bs 是 pxg 和 矩阵, 则 

(Ai+ As) B= AiB+AsB, A(Bi1+ Ba) =AB1+ AB;, 
因为 相应 的 线性 映射 有 同样 的 关系 . 

3) 设 4 是 mnxp 和 矩阵 ， 了 3 是 px 矩阵, 我们 可 作 积 4B， 


但 只 有 %=g 时 才能 作 积 B4, 这 时 B44 是 pxg 和 矩阵 , 而 4B 


是 mxmn 和 矩阵. 即使 还 有 w=p, 我 们 也 容易 举例 说 明 48 与 
BA 一 般 是 不 同 的 , 所 以 , 乘积 不 是 可 换 的 ， 
积 的 例子 
a) 考虑 直角 坐标 巴 面 zoy， 了 是 坐标 轴 上 的 单位 向 
量 ; 五 , FG 都 是 2 了 所 生成 的 向 量 空间 ， 取 上 为 旋转 wa 角 
的 映射 ,g 为 关于 oo 轴 的 对 称 上 映射 , 则 对 基底 (2 让 而 言 ， 
f 1) =icosats sin oa， 
f5) =—isinots cooso, 


的 表示 和 矩阵 为 
cosa Sin w 9(2) 一 全 
4-(_ 和 0)} {op 
的 表示 和 矩阵 为 
1 0 
本 
0 一 工 
所 以 


( 1 0 ) ( coso Sin )- (oe Sin 
BA>= | ， 
0 一 工人 八 一 Smw Cog Saw 一 COS Ww 
( coso Sin "0 ) 人 en) 
AB=({ / -( . 
一 Sinw cosa/\0Q0 一 工 一 Sima 一 09 
几何 上 看 , BA 表示 先 关于 oz 轴 作 对 称 然后 旋转 a 角 , 即 
es 68 。 


关于 倾角 为 a/2 的 直线 作对 称 4B 才 示 关于 倾角 为 一 cV/3 
的 直线 对 称 . 

b) 再 考虑 矩阵 表示 这 一 小 节 中 例 a) 的 投影 矩阵 ， 但 视 
为 把 百 映 入 召 的 映射 ， 它 在 (全 7 有) 下 的 表示 矩阵 为 


1 0 0 
4 一 [0 1 0|. 
0 0 0 


几何 上 看 , fo = 由 此 提出 44 一 4, 这 结果 也 可 以 直 
接 验 证 . 

一 个 向 晤 关于 基底 的 短 阵 琉 示 

设 严 是 体 玉 上 上 的 向 量 空间 , 押 天 讽 为 一 维 向 量 空间 ,其 
标准 基底 是 了 对 于 把 下 足 入 五 的 每 个 伏 性 映射 包 相应 地 有 
五 的 向 量 光一 和 (六 反之 ， 对 于 瑟 的 每 个 向 量 XY， 也 相应 地 
有 一 个 把 下 上 映 入 加 的 映射 &. 

&. o>x% (oatK) 
因 于 我 们 在 召 与 L(K, 如) 之 六 定义 了 一 个 同 构 映射 
在 如 中 选 定 基 底 (4)， 则 
ED) =T= 1 lo bd b,, 
从 而 二 关于 所 选 基底 的 表示 所 阵 是 1x 年 阵 
一 (oo2.0n) 
这 个 矩阵 叫 疝 量 关于 基底 (2 的 表示 全 诈 . 

设 刀 是 天 上 的 男 一 向 量 空间 , f 是 把 加 映 入 了 的 线性 
山 射 。 上 映射 fo& 是 拒 玉 映 入 FF 的 线性 上 映 对 相当 于 向 量 
Foz): 若 4 是 了 关于 基底 (0 的 表示 生 阵 ， 4s) 是 六 的 基底 ， 
则 fg 关于 5 与 (84) 的 表示 和 矩阵 是 到 4, 这 个 1x2 和 矩阵 是 如 
的 向 量 fm) 关于 基底 (sx) 的 表示 矩阵. 

这 样 ， 一 个 向 量 空间 的 向 量 可 以 表 为 一 个 单行 矩 阵 际 ， 
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这 个 矩阵 的 列 数 就 是 该 空间 的 维 数 . 在 线性 映射 下 向 量 的 像 
由 同样 类 型 的 矩阵 和 4 表示 , 即 是 原 向 量 的 表示 和 矩阵 乘 以 该 
线性 映射 的 表示 和 矩阵 之 积 . : 
线性 形式 关于 基底 的 表示 和 矩阵 
令 久 是 问 量 空 间 乙 上 的 线性 形式 . 依 定 义 ，% 就 是 把 
也 映 入 下 的 线性 映射 。 若 (8,) 是 了 的 基底 ,I 是 下 的 标准 
共 底 , 则 yr 的 表示 窍 阵 由 如 下 公式 得 到 . 
y (8) = Lb, yi 
y” (82) 一 22 L， ， 即 了 "= 22 


汪汪 


捧 


Y” (8p) ~—Ypt ， p 

这 里 了 * 是 1 询 矩 阵 . 

令 了 是 把 瑟 映 入 五 的 线性 上 映射 ,上 映射 y*of 就 是 把 召 映 
入 五 的 线性 上 映射 即 如 上 的 线性 形式 ， 亦 即 五 的 对 偶 空 间 
ZB* 的 元 素 、 若 妇 4 是 ff 关于 卫 的 基底 (4) 和 的 基底 C6) 的 
表示 矩阵, 则 多 oj 关于 (40 与 ?的 表示 插 阵 是 AY"*. 

所 以 , 由 了 导出 一 个 把 F* 屿 入 BY 的 线性 映射 产 ， 其 定 
义 如 下 ; z 

fy EW IY of ER. 

这 是 了 的 对 偶 映 射 , 如 果 要 得 到 这 个 映射 在 所 和 到 * 关 
于 已 知 基底 的 对 偶 基 下 的 表示 ， 就 要 考虑 转 置 ( 交 换行 与 列 ) 
移 阵 , 再 按 相应 的 形式 处 理 . 


3. 线性 算 子 与 方 阵 
线性 算 子 环 与 方 阵 环 


a) 给 了 邑 维 阿 量 空间 如， 把 瑟 喘 入 自身 的 组 人 狂 映 射 称 
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为 怠 的 线性 算 子 (或 召 的 自 同 态 映射 ). 

只 要 假定 就 是 及 , 前 面 的 整个 理论 都 可 用 于 线性 算 
子 . 为 了 用 矩阵 表示 线性 算 子 放 只 饥 给 出 卫 的 基底 (Lo ,并 
将 向 量 .Fl 用 这 基底 表 出 : 


F(ZD = > ail, 


因此 ， 算 子 在 基底 (0 (一 般 悄 形 的 基底 (8,) 与 (一 

致 ) 下 由 一 个 郊 X 刀 矩阵 ( 方 阵 ) 表 示 : 
A4= (gi). 

b) 设 L(D, 吾 ) 是 召 的 线性 算 子 的 集合 L( 召 , 加 ) 自然 
上 其 有 癌 量 空间 的 结构 .不 仪 如 此 ，B 的 两 个 线性 算 子 的 积 go] 
恒 有 定义 , 仍 为 吝 的 线性 算 子 . 在 (如 ,加 ) 中 的 这 种 合成 法 
则 是 结合 的 , 关于 加 法 右 分 配 且 左 分 配 , 但 不 是 交换 的 .最 后 ， 
存在 一 个 值得 注意 的 线性 算 子 , 即 恒 等 算 子 e: 与 加 的 每 个 向 
量 对 应 的 是 该 向 量 自身 ; 对 任意 EL(B, 召 ), 有 

. f°e=eof =f. 
因此 , 上 述 合成 法 则 有 一 单位 元 素 ， 车 aEK, 则 
f° (00) = (ae) co 了 一 cj， 

所 以 ,用 纯 量 a 相 磁 ， 可 视 为 线性 算 地 乘积 的 特例 ( 左 乘 或 右 
乘 以 ae 的 积 ) . 

这 样 一 来 ,在 L(Z, 有 如) 上 就 有 两 个 合成 法 则 . / 

一 个 法 则 用 加 法 表示 ， 使 L(8， 加 ) 具有 阿 贝 尔 群 的 结 
构 ; 另 一 个 法 用 。 表 示 , 满足 非 可 换 环 的 公理 , 有 单位 元 吾 . 

定理 ”线性 算 子 的 加 法 与 乘法 在 也 (, 五 ) 上 定义 一 个 
有 单位 元 素 的 非 可 换 环 结构 . 

6) 设 有 (n,n) 是 wxm 方 阵 的 结合 ; 两 个 这 样 的 矩阵 4， 
B 的 乖 法 恒 有 意义 , 4B= (之 poi) .在 五 中 选 定 基底 (eD , 考 
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虑 把 厂 ( 刀 , 避 ) 映 成 对 (rm, 2) 的 一 一 映射 8 相应 于 每 个 线性 
算 子 几 映射 $ 给 出 这 个 算 子 的 矩阵 表示 4 一 p(f)。 根据 矩 
阵 加 法 与 乘法 的 定义 有 : 
由 (二 9) 一 出 ( 门 十 上 9 $lg° f) =$(9) .pf). 
刚才 对 (加, 五 ) 得 到 的 结果 对 于 Mn m) 自然 成 立 . 特 
别 , 矩阵 的 箭 积 有 单位 元 素 , 即 恒 等 算 子 的 表示 筷 阵 /: 
1 0 ... 0 


居中 洛 硬 和 和 遇 二 只得 中 


由 上 可 得 如 下 定理 ; 
定理 nxn 矩阵 的 加 法 与 对 法 在 了 (m,n) 上 定义 一 非 可 
换 环 结构 , 有 单位 元 素 并 同 构 于 上 (, 召 ) 的 环 结 构 . 
这 样 的 环 可 以 有 零 因子 , 即 有 可 能 两 个 矩阵 的 积 为 零 , 但 
其 每 一 因子 都 不 为 零 , 如 下 例 所 示 : 
¢ 0\W/0 0\ /0 0 
(5 oo ; )-(0 0 
最 后 ， 容 易 定 义 系 数 在 下 中 , 变 元 (向 量 ) 在 算 子 环 或 方 
阵 环 中 的 多 项 式 . 令 
A=T, A1= 4, A?~— AA, .., A?= A?-14, 
立即 有 A?Ad— 4ptz 一 da42 
单项 式 是 4 的 老 与 wE 羽 的 积 a4?， 多 项 式 是 有 限 个 单 
项 式 的 和 。 对 于 系数 与 变 元 奸 在 天 中 的 任何 多项式 


上 (9 一 之 ax ， 
我 们 可 以 相应 地 给 出 一 个 矩阵 变 元 多 项 式 ， 
PC = Dod (hE Mn, 四) 


大 天 是 复数 体 , 可 取 卫 ( 眉 如 下 ， 
P(D = I CC 一 Ai 
可 以 立即 验 明 
P(4) =m1T (4 一 AD 

正则 线性 算 子 与 正则 矩阵 

a) 五 的 线性 算 子 了 时 做 正则 的 ， 如 果 它 是 把 五 映 成 玖 
的 红 性 了 映射. 了 是 正则 的 充 要 条 件 是 . 方 瑟 ) 与 召 重 合 ， 即 卢 
的 秩 是 %. 着 了 的 秩 为 2 则 是 一 一 的 , 并 确定 一 把 吾 映 成 
五 的 同 构 映射, 我 们 把 这 样 的 了 叫做 目 同 构 映 射 ， 非 正则 的 
算 - 池 叫 奇 异 算 子 . 

两 个 正则 线性 算 子 了 与 g 的 积 gof 显然 是 正则 的 线性 算 
子 , 因 它 把 如 映 成 畏 ， 反之 ,车 ff 与 9 是 两 个 线性 算 子 ,使 得 
9° 了 正则 , 则 了 与 9g 全 都 是 正则 算 子 . 事实 上 . 

rang(g° f) —dim g(f (8)) <dimf(B)=rang(f)., 

由 于 rTang(go 有 一 n, 有 rangf 一 nw， 故 耻 正则, f (8)= 
妃 ; 由 于 9( 奋 ) 的 维 数 是 9 也 正则 . 

证 了 正则 ， 故 了 一 一 ,所 以 对 于 每 个 WYER 相应 十 有 叭 
一 一 个 癌 量 w, 使 得 y=f(Yw); 把 思 于 成 召 和 约 一 一 映射 Jy 
侈 是 了 鲁 逆 映射 f7” 使 得 对 每 一 EE 有 卫 有 

fF if (2)]=%. (7) 

这 右 是 映射 了 7 的 特性 .， 按照 与 前 述 和 胡同 的 论证 可 见 ， 
了 是 经 性 的 ， 所 以 每 个 正则 线性 算 子 f 都 有 道 映射 1!, 它 
也 是 正则 线 福 算 子 , 故 也 有 道 算 子 . 显然 ， 广 : 的 道 是 j， 关 系 
C7) 以 及 交换 了 和 广 ! 而 得 的 关系 可 以 改写 为 ; 

fiof~fof =e. (8) 

若 两 个 做 性 算 子 了 与 g 使 得 gef=e, 则 它们 是 正则 的 ， 
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并 且 对 于 每 个 XE 加 有 
g(f (2)) =%, 

这 表明 g 是 正则 线性 算 子 二 的 道 算 子 . 于 是 下 面 定理 成 立 : 

定理 ”乘法 "使 五 的 正则 线性 算 子 的 集合 具有 和 群 结 构 ， 
这 个 群 称 为 有 的 自 同 构 群 . 

车 了 与 9 是 两 个 正则 线性 算 子 ， 则 gef 正则 ， 故 存在 北 
算 子 , 就 是 广 :9 一 这 一 性质 对 任何 一 个 群 都 成 立 , 因为 

f og f=f f=e. z 

b) 每 个 正则 线性 算 子 的 表示 和 矩阵 叫做 正则 和 矩阵. 要 使 一 
个 矩阵 是 正则 和 抑 阵 , 充 要 条 件 是 ， 它 的 秩 是 n. 选 定 马 的 一 个 
基底 ， 考 虑 映射 G6: 对 于 每 个 正则 名 关 性 算 子 , 相应 地 给 出 这 个 
算 子 的 矩阵 表示 .这 个 映射 可 以 将 前 述 的 有 关 正 则 算 子 的 绪 
上 昌 转 化 成 正则 和 矩阵 的 结果 . : 

特别 ， 对 每 一 nxw 正则 和 矩阵 4 存在 唯一 2”Xw 和 矩阵 
所 使 得 对 任意 1xmn 给 阵 总 ， 

也 AA4-1 和 一斑 ， 

即 AA4-1=I. 

4 一 是 正则 的 , 称 为 4 的 逆 窍 阵 , 还 满足 ， 

A-14=I. 

上 面 的 讨论 玫 述 成 下 面 定 理 

定理 Xn 年 阵 的 乘法 使 得 由 天 中 元 素 组 成 的 nxm 正 
基 结 阵 的 集合 有 具有 群 结构 , 这 个 群 同 构 于 尺 上 的 nw 维 向 量 空 
词 的 自 同 构 群 , 称 为 及 的 % 元 线性 群 , 记 为 GL(n, KK). 

若 4 与 已 是 两 个 mxz2 正则 和 矩阵， 则 4B 正则 ， 并 有 道 
B 4， 还 要 注意 , 若 4 正 则 ， 则 等 式 4B=0 与 B4=0 中 
任何 一 个 都 蕴涵 =0. 因为. 设 4 是 4 的 首 , 由 -43=-0 得 
4 “AB==0,， 或 B=0, 男 一 等 式 仿 此 可 得 . 
se 4 。 


行列 式 的 作用 

a) 每 个 mnxwn 方 阵 都 有 其 相应 的 行列 式 D(A4) (其 值 属 
于 天). 行列 式 为 零 的 充 要 条 件 是 行 向 量 组 线性 相关 , 即 矩 阵 
的 秩 小 于 mw 所以， 一 个 矩阵 是 正则 的 充 要 条 件 是 它 的 行列 
式 关 0. 

者 4 与 鼠 是 两 个 呈 xm 和 矩阵, 常用 的 行列 式 习 法 如 下 : 

D(AB) = D(A) DB). 

b) 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 使 我 们 直接 得 到 正则 矩阵 女 的 
逆 短 阵 4 的 元 素 . 

设 了 是 已 知 的 汪 XI 和 矩阵, 马 是 wx1 未 知 矩 阵 , 则 和 矩阵 


方程 
AX=—Y 


化 为 一 组 ?个 线性 方程 
Dafai—y, (j=—1, 2, ,nn). 


这 是 克 莱 姆 方程 组 .车 of 是 D(A4A) 按 5 行 或 j 列 的 展开 式 中 
元 素 3 的 系数 , 则 


这 里 令 | 
人 
符 忆 一 5， 则 有 直列 种 阵 关 系 ; 
于 一 BY,， 
了 是 4 的 逆 算 阵 . 


利 围 方 阵 确定 任意 矩阵 的 秩 
给 了 ?2x2 上 矩阵 4， g<n，p, 从 4 中 划 去 (ww 一 g) 行 与 (p 
一 g) 列 得 到 的 gxg 方 阵 , 称 为 人 4 选 出 的 g 阶 方 阵 .和 托 阵 休 
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的 秩 可 利用 下 列 定理 确定 . 

定理 上 矩阵 4 的 秩 等 于 从 4 中 一 以 选 出 的 正则 方 阵 的 
最 高 阶 数 . 

设 4 的 秩 为 r+， 要 证 明 ; 不 可 能 从 4 中 选 出 一 个 正则 方 
阵 , 其 阶 数 s>7，, 但 却 能 从 4 中 至 少 选 出 一 个 正则 方 阵 , 其 阶 
数 为 了 . 

因 4 的 秩 为 +x 故 44 的 s(> 仆 个 任意 行 向 量 是 线性 祖 关 
的 . 设 娟 是 从 4 选 出 的 8 阶 方 阵 . 它 的 行 包 含 在 4 的 s 行 
中 ; 所 以 , B 的 行 向 量 组 是 线性 相关 的 ，B 的 秩 不 是 s， 故 也 
非 正 则 . 

定理 的 后 一 部 分 证 明 稍 长 。 考虑 向 量 空间 KK?，(&%) 是 其 
标准 基底 . 

车 4 的 秩 为 ", 则 4 中 存在 一 组 7 个 自由 行 向 量 ， 为 简 
化 记号 , 假定 就 是 4 的 前 7 行 ， 记 为 (M0) (4a=1,…, 7). 今 
:是 天 ?中 出 (生成 的 向 量子 空间 . 

车 7 二 p， 则 至 少 存在 一 5 不 属 辽 六, 所 以 同 诺 和 No 肖 性 
无 关 ; 将 这 一 8 襄 : 到 A 中 , 再 考虑 这 样 得 到 的 一 组 新 向 量 . 
容易 看 出 ,在 (s.) 中 总 是 可 以 选取 (2 一 人 门 个 向 量 ， 同 诸 Ao 一 
起 成 为 K? 的 一 个 基底 ; 设 这 (2 一 门 个 向 量 是 (er …，8p)， 
或 简 记 为 (8;) (和 一 人 十 1 ，2). 

用 这 ,表示 K? 中 由 了 个 向 量 (8，…，8r) 或 (so) 生 成 的 
子 空间 , 用 了 了: 表示 由 (sw 生成 的 子 空间 . 显然 , 六 与 了 都 是 


Vs 的 补 子 空间 , 令 % 一 之 wresEVs, Kr 是 Vs 与 Vs 的 直 和 


所 以 
wy+2, (YEV,, 2 EV;s), 


Fy » 
Y= 之 weeo， 2 一 > we,. 
嫩 一 


久 二 7 十 1 


» 6 。 


由 Y->2 所 定义 的 把 天 映 入 和 > 的 映射 了 显然 是 线性 
的 、 它 是 一 一 的 ， 内 为 只 有 对 同时 属于 Vj 与 VV 的 向 量 w， 
于 健 问 旦 , 才 有 =0。 因此 上 的 秩 等 于 站 的 维 数 7, 而 了 是 
3 该 成 六 as 的 同 构 映射. 

在 这 同 构 映射 下 , 与 向 量 : 


As 一 > ojev， (go—1, ”3 7), 
对 应 的 向 量 是 
fh) — Taes, (a~l, ,7). 


在 访 的 基底 (XN) 和 了 Vs 的 基底 (so) 下 ， 辣 构 映射 f 的 表示 算 
阵 了 B= (as) 有 秩 *?， 放 为 正则 矩阵 , 这 就 是 从 4 中 选 出 的 了 阶 
正则 和 给 阵 . 

有 反 变 与 相似 和 矩 阵 

a) 设 g 是 的 正则 线性 算 子 , (4i) 是 电 的 基底 ,PP 是 g 
在 此 基 戌 下 的 正则 表示 矩阵 .个 向 量 8; 一 g (4 构成 自由 向 
量 , 它们 确定 如 的 男 一 基 语 ， 反 之 , 给 了 召 的 一 个 要 底 (€.. 
则 存在 唯一 的 线性 算 子 g 将 基底 (i) 映 成 基底 (81): 这 个 算 子 
显然 是 正则 的 , 对 于 Ww’ 二 wv 4 相 应 地 给 出 g(e) 一 了 042， 

阿 量 YY 一 (20) 是 五 的 向 量 ， 在 基底 (s0 下 由 1xw 和 扶 阵 
确定 : 


下 一 (oO ). 
在 蛛 来 的 基底 (下 , 它 由 下 面 秆 阵 确 定 . 
了 革 = 对 'P. 


因此 , 给 了 两 个 基底 (与 80， 如 果 在 前 一 个 基底 下 由 
正则 垂 阵 卫 表示 的 线性 算 子 把 前 一 个 基底 变 成 后 一 个 基底 ， 
那么 在 前 一 基底 下 由 矩阵 芷 表示 的 向 量 和 在 后 一 基底 下 刚 
表 为 下 面 的 矩阵 ， 


人 7。 


XT’ RP (10) 

这 恕 是 所谓 向 量 分量 的 反 变 式 变换 的 意思 。 

b) 设 空 间 已 有 两 个 基底 人 6) 与 4sj，4 是 到 x 史 年 阵 , 对 
于 (4 表示 某 一 线性 算 子 f, 如 果 互 是 向 量 YE 五 在 基底 (CD 
下 的 表示 , 则 回 量 了) 的 表示 为 

y-XA. 
关于 (8 ,2 与 (ww) 分 别 表 为 
XXRP1, YYP-, 
因 吃 Y’=X'PAP™ 
关于 基 拼 (é€;) 的 表示 和 窍 阵 是 
B-PAP-!, (PEGL(%, BY). 

矩阵 B 书 做 4 关于 线性 群 的 相似 矩 阵 ; 4 与 B 是 同一 
线性 算 子 在 不 同 基底 下 的 表示 和 矩阵， 特别， 如 果 给 出 指标 ? 
所 成 序列 的 置换 mw, 则 矩阵 4= (aD) 与 B= (wx) 相似 , 因为 
它们 是 同一 个 线性 算 子 关于 基底 (ao 与 人) 的 表示 。 这 时 ， 
我 们 说 BB 由 4 置换 而 得 . 

容易 看 出 相似 是 以 (wm, n) 的 元 素 之 间 的 等 价 关系 : 特别 ， 
传递 性 是 明显 的 ; 着 CD=QB9 QQE GL(%,K)), B=PAP™, 
则 

C=-QP4P-IQ 一 一 (9P)4(QP) 

这 里 QP 是 正则 和 矩阵 . 


4. 谱 的 概念 , 方程 关于 线性 群 的 法 式 


法 式 问 题 
相似 既然 是 W nm) 中 的 等 价 关 系 , 让 我 们 考虑 与 一 个 
已 知 和 矩阵 相似 的 插 阵 的 集合 ， 这 个 集合 的 元 素 彼 此 相似 , 称 为 


i 


关于 组 性 群 的 茜 价 类 , 于 是 用 (mw, n) 被 分 成 等 价 类 . 

知道 了 等 价 类 中 的 一 个 矩阵 , 这 等 价 类 就 确定 了 , 因 之 自 
然 想 在 等 价 类 的 诸 矩 阵 中 找 出 一 个 尽 可 能 简单 的 矩阵 ， 使 得 
对 于 每 一 等 价 类 可 以 相应 地 唯一 决定 (精确 到 置换 ) 其 中 一 个 
和 矩阵, 说明 该 等 价 类 的 特性 . 这 个 矩阵 与 等 价 类 中 各 第 阵 都 
相似 , 叫做 该 等 价 类 中 任何 矩阵 4 的 法 式 . 

矩阵 化 为 法 式 的 问题 涉及 矩阵 4 的 元 素 的 某 些 范 数 ， 这 
些 亚 数 有 一 个 重要 性 质 : 对 所 有 与 4 相似 的 矩阵 到 同 一 值 , 这 
样 的 函数 称 为 矩阵 4 关于 线性 群 的 不 变量 .2xm 抢 阵 关于 
线性 群 的 法 式 问 题 是 一 个 相当 困难 的 代数 问题 ; 我 们 只 能 在 
下 节 讨 论 一 个 特别 情形 . 

对 角 和 矩阵 

最 简单 的 一 种 方 阵 是 对 角 方 阵 :mwXxm 和 矩阵 4 叫做 对 角 甜 
阵 , 如 果 它 的 元 素 除 去 主 对 和 角 线 上 的 外 都 为 0 例如 单位 矩阵 
1 就 是 对 角 逢 阵 . 设 oi 是 对 角 和 矩阵 44 的 对 角 线 上 的 第 4 个 
元 素 . 若 ( 刀 是 吾 的 一 个 基底 , 则 4 表示 一 线性 算 子 f, 满足 

f 0) = ok. 

因此 ,一 中 由 生成 的 每 个 一 维 子 空间 对 了 是 不 变 的 . 
记 4= (os)， 

所 有 对 角 和 抢 阵 构成 好 (mw mw) 的 可 换 子 环 ， 事 实 上 , 阁 4 
一 (oj， 呈 = (6 是 两 个 对 角 和 矩阵 ， 它 们 对 于 (表示 两 个 算 
子 f 与 g, 使 得 

f (bi) = ol,, g (ti) = Bb 
所 以 f+ g(t 一 (au + Bb, 
gf (0) = Biob,, 
4+B 一 (os 十 Bi)，BA= (Bw) 是 对 角 矩 隆 ， 所 以 积 B4 显然 
.69 。 


是 可 换 的 . 

我 们 自然 要 研究 对 角 窍 阵 是 否 能 成 为 法 式 的 问题 ， 在 一 
般 情形 下 , 这 是 不 可 能 的 ， 不 过 下 节 要 提出 的 一 个 重要 特例 却 
十 可 能 的 . 

特征 向 晤 与 特征 值 

以 后 我 们 都 假定 到 是 复数 体 已. 

a) 设 刀 是 O 上 的 向 晤 空间 .给 了 刀 的 线性 算 子 几 我 
们 来 求 对 不 变 的 一 维 子 空间 . 若 了 0 属于 这 样 的 子 空间 ， 
滥 存 在 一 纯 量 x 弯 足 ; 

f(P)=xP, xEO. (11) 
上 式 可 写成 
(xe— 1) (PP)=0. (12) 

车 存在 一 个 这 样 的 向 景 有 则 xe 一 三 非 正 由. 反之 ， 若 
xe 一 了 非 正则 (奇异 )， 则 (xe 一 说 (0) 不 是 0， 即 存在 Pz*0 
满足 (11) 或 (12). 由 此 得 到 下 述 定义 . 

定义 使 得 xe 一 f 为 奇异 算 子 的 每 一 xEC 称 为 线性 算 子 
了 的 特征 值 。 使 得 1(P) 一 xP 的 任何 向 量 Px0 称 为 属于 
特征 值 x 的 特征 向 量 . 了 的 特征 值 的 集合 称 为 了 的 谱 . 

b) 在 吾 内 到 一 个 渤 底 (ti)， 设 4 是 了 的 表示 算 阵 ， 则 
(xe 一 了 的 表示 矩阵 为 (XT 一 4). 要 使 x 是 了 的 特征 值 ， 充 要 
条 件 是 D(xIT 一 4) ==0, 即 x 是 下 式 的 安 点 : 


sal a oo | 
— i 0 og 

0 一 喇 7 一 中 吗 | (018) 
一 0 — 0 pees XO— wn 


要 注意 , 按 定 义 ， 对 于 两 个 相似 矩阵 ,它们 的 %w 阶 多 项 式 
小 (x) 是 一 样 的 事实 上 , 车 了 8 一 PA4P-!, 则 
ea 了 了。 


xI—B= P(xI— A)P!, 
D(xI—B)=D(xI— 4). 
我 们 把 多 项 式 消 (2) 称 为 算 子 了 或 矩阵 4 的 特征 乡 项 式 。 
其 零点 xi，Xx2z,，…， Xs 可 同 可 不 同 ,它们 就 是 了 的 特征 值 ， 也 
是 4 的 特征 值 , 山 (x) 的 各 系数 都 是 4 关于 线性 群 的 不 变量 ， 
特 知 ,zz) 的 头 两 项 显然 如 下 : 
VX) 一 和 一 (人 0)M 十 
trA=> 04 =Xi 二 Xo 十 :十 Xn 
是 4 的 不 变量 ， 称 为 矩阵 4 (或 它 在 基底 4 下 所 表示 的 算 子 
万 的 迹 . 
把 具有 互 异 特征 值 的 矩阵 化 为 法 式 
设 4 是 元 素 在 C 中 的 mxma 矩阵, 它 的 特征 值 x1, Xa 
Xs 互 异 . 《是 C 上 的 向 量 空间 马 的 一 个 基底 , 设 了 是 4 所 
表示 的 线性 算 子 , 以 (xi) 为 特征 值 ， 我 们 来 研究 这 个 算 子 . 对 
于 每 一 特征 值 xi， 至 少 有 一 个 相应 的 特征 问 量 P.,+0. 
fCP,) 一 Xi (6=1, 2,.…, 1). (14) 
如 上 得 到 的 2% 个 特征 向 量 PP 当 诸 xi 各 不 相同 时 构成 一 
组 自由 向 量 ， 事 实 上 , 假定 只 有 9(< 中 个 向 量 天 :线性 无 关 ， 
例如 前 9 个 , 别 P, 可 了 唯一 地 表 成 Po(4 一 1,…, 9) 的 线性 组 


合 : 


P, 一 局 mw 书 。 (o 不 全 为 0). (G15) 
由 此 推出 . 
f(P) -Df (P), 
即 Xe, 一 之 ox uP,. 
车 x 一 0, 则 诸 x 全 不 为 0， 故 诸 P。 有 一 个 线性 组 合 为 
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0, 但 系数 不 全 为 0. 因此 Xx» 大 0， 
P= Do P,. (16) 
此 式 应 与 (15) 一 致 ; 车 0, 则 x 二 xr, 故 特征 值 不 是 互 虹 的。 


自由 向 量 组 CPi) 构成 恕 的 一 个 基 语 ,根据 (14), 在 这 一 
个 基底 下 , 算 子 了 由 如 下 对 角 和 矩阵 表 示 ; 


Xi 0 2- OV 
RA -I *% | 
0 。 Mr 


它 与 4 相似. 


因此 ， 任 何 具有 互 异 特征 值 的 矩阵 4 与 对 角 符 阵 相似 ， 


对 角 线 上 的 元 素 是 4 的 特征 值 ， 在 诸 特征 值 非 互 异 的 情形 
法 式 有 更 复杂 的 形式 ( 约 当 法 式 ). 

要 使 拭 阵 妃 相 似 于 短 阵 4 必须 它们 有 同样 的 特征 信 
如 果 诸 特征 值 互 异 , 这 条 件 还 是 充分 的 , 因为 两 个 矩阵 都 相 亿 
于 R(A). 

哈密 顿 - 凯 莱 定 理 

方 阵 4 的 特征 多 项 式 小 (z) 有 一 个 重要 性 质 ， 我 们 来 给 
出 一 个 初等 证 明 . 

设 叶 () 是 也 (x7 一 4) 按 4 行 或 j 列 的 展开 式 中 5 行 
列 元 素 的 系数 . 这 是 x 的 n 一 1 次 多 项 式 . 令 0(x) = (0 (%))， 
则 有 

(TI 一 有 于 一 


所 以 
O(x) (xL— 4)=w(x)L, (17) 
这 里 O(x) 是 以 矩阵 为 系数 的 x 的 多 项 式 ， 


se 了 3 。 


O(z) = Tsp"t+ Tox + Ts, CE MG 内) 


车 将 由 (z) 写 成 
xX) 一 Xe 十 CMX 十 十 ons 
则 由 (17), 比较 系数 得 . 
IT 一 7， 
ran 一 太 4 一 ci7， 
太一 有 14 一 CA 4， 
一 4 一 Cn 
依次 用 4"， 4 …， 4 乘 上 面 的 各 式 ， 然 后 各 边 相 加 便 得 
(4) 一 0. 
哈密 顿 - 凯 莱 定理 若水 (Xx) 是 方 阵 和 4 的 特征 多 项 式 ， 则 
(4) =0. 


第 五 讲 二 次 形式 与 朱 水 形式 
P. 工 elong ( 索 尔 本 大 学 教授 ) 


1. 引 请 


% 个 实 变 量 m3，%2s，…，% 的 二 次 形式 是 这 些 变量 的 二 
次 齐 次 多 项 式 , 其 系数 为 实数 , 即 ; . 
f= 名 QV (1) 


(1) 式 求 和 是 关于 脚 标 4 积 了 了 各自 独立 地 从 工 变 到 即 而 

言 ; 乘积 wzr= 一 2 是 可 换 的 ， 所 以 设 ov= 一 ai， 亦 即 风色 外 
矩阵 4= (cj) 是 对 称 算 阵 。 (1) 式 还 可 写成 ， 

万 一 > Quti 二 +2 >2 QD . (2) 


二 次 形式 的 研究 闻 接 地 属于 “数学 专修 班 ” 叶 六 的 教学 大 
纲 ; 二 次 曲面 方程 实际 上 可 以 用 齐 次 坐标 wi— 人 ,wa—Y, wa 
一 各，w4 一 人 写成 了 一 0, 即 是 . 
FfF= AX+AT?+A"LITF2BY ZT :+20OT 
十 … 二 D7T23==0., 
形式 (1) 关 于 正 交 群 的 化 简 问题 涉及 “s 的 方程 ”全 某 些 学 校 
的 教学 大 岗 中 明确 提出 二 次 形式 ， 这 可 以 对 本 讲演 的 观点 加 
以 修正 .我们 将 直截了当 地 使 用 一 些 基 本 概念 (线性 变换 , 正 
交 群 , 极 形式 的 对 称 9y*Aw = AY vw, 等 等 , 这 里 A 是 向 量 交 
[ 注 杂 ”原文 为 Mathkmatique Spécials， 指 法 国 中 学 里 专门 为 投考 理工 学 
院 所 设 的 班 . 译 者 注 
[ 注 幻 指 下 面 的 特征 方程 。 
4 《人 4。 


经 过 对 称 怎 阵 作用 后 的 变形) 以 及 其 他 几 个 讲演 里 已 有 的 一 
些 概 念 。 我们 将 得 到 最 初等 的 证 明 ， 好 处 是 这 些 证 明 对 任意 
多 个 变量 都 成 立 . 对 于 迄今 只 注意 研究 二 次 则 面 的 教学 工作 ， 
还 太一 个 理由 要 加 以 修改 ， 即 是 信教 学 工作 更 接近 于 绝 大 多 
数 堂 生 在 物理 和 力学 中 将 会 磁 到 的 那些 应 用 .二 次 曲面 可 以 
很 方便 地 用 来 表现 二 次 形式 , 例如 刚体 的 惯性 椭 球 , 所 以 一 方 
面 我 们 为 二 次 了 曲面 的 讨论 留 有 一 席 之 地 ， 同 时 我 但 着 重 研 究 
Yi =— > ij, QH 一 CH (3) 


即 是 gy 一 .404= (co) 是 对 称 和 矩阵 ) 以 及 变换 (3) 的 特征 值 与 
特征 向 量 . 特征 值 的 概念 涉及 到 许多 应 用 (例如 刚体 的 运动 
甜 与 旋转 算 之 阐 的 对 应 关系 ; 梁 的 弯曲 力 偶 与 中 性 线 之 闻 的 
对 应 关系 , 等 等 ). 
本 文 在 讨论 形式 (1 的 同时 , 还 要 讨论 所 亩 的 毛 米 形式 
p= 之 CpgTpTa (4) 


其 系数 cm 是 复数 je 与 a 表示 两 个 共 轿 人 复数. 形式 上 关于 
两 组 变量 wo, 7 是 双 线 性 的 。 如果 对 于 任何 共 粥 复数 wy， 
$ 的 什 是 实数 , 它 就 叫 毛 米 形 式 ， 为 此 , 必须 且 只 需 
Cpq = Cu (5) 
这 是 明显 的 (除了 标号 为 2,9 的 变量 外 , 让 其 余 变 量 全 为 零 ). 
厄 米 形式 有 重要 的 作用 , 特别 是 在 量子 力学 中 . 
对 厄 米 形式 的 研究 ， 即 是 它 关 于 丁 群 的 化 简 问 题 ， 要 用 到 
它 的 双 线 性 特征 . 二 次 形式 的 研究 只 不 过 是 一 个 特殊 情形 . 事 
实 上 ， 如 果 在 (4) 中 ， Cpq 是 实数 ， 则 由 (5) 式 得 Coa 一 Cop。 所 以 二 
次 形式 (4) 是 就 实 变量 来 讨论 的 实 系 数 厄 米 形 式 . 我 们 在 研 
究 厄 米 形式 的 同时 ， 也 顺便 指出 二 次 形式 中 可 以 进行 的 基 些 
。 75 。 


简化 , 这 主要 在 于 实数 及 其 共 轧 并 无 区 别 . 在 各 种 特殊 情况 


下 将 指出 表达 方式 的 修改 , 据 此 可 以 独立 讨论 实 坐 标 空间 到 


中 的 二 次 形式 ， 


多 ， 赋 范 空间 On 与 En 


我 们 用 C, 表示 复数 体 上 的 % 维 向 量 空间 ， 存在 0, 的 % 
个 元 素 ( 或 向 量 )e 构成 Cu 的 一 个 基底 2 即 诸 es 可 将 Os 的 
任 一 元 素 w 表 成 如 下 形式 : 
T= Ves. 
诸 w 是 % 个 复数 , 称 为 ww 关于 基底 Ro 的 坐标 Cn 的 目 同 态 
是 把 O, 映 入 自身 的 变换 ww 一 g(w)， 它 保持 向 量 空间 的 结 
构 叶 。 如 果 知 道 
@: —g(0) 一 之 ons, (6) 
9 就 确定 了 . 这 时 w= 这 wig (@;) 一 全 vwnez， 在 基底 fo 下， 


变换 w' 一 g(w) 表 成 
wt 一 祖 Qi, (7) 


因此 我 们 说 自 同 态 w'=g(w), 即 是 (6), 在 基底 Ro 下 由 和 矩阵 
4 一 cb) 表示 ; 实际 上 ， 这 个 扼 阵 使 我 们 可 以 在 基底 Bo 下 把 
w' 的 坐标 按 公 式 (Z) 表 成 到 的 坐标 的 函数 . 在 (7 中 视 向 量 2 
一 (wi, …， wr) 为 1Xxm 窍 阵 便 可 将 这 些 坐 标 缩 写 为 
人 一 4 (8) 
依次 施行 两 个 目 同 态 w" =Bew', w' AX 便 确定 一 自 同 
态 w'" 一 Bh4w 0w, 这 里 0=BA 是 矩阵 积 : 
64 一 之 bisQas. 


[ 注 ] 参考 6G. Choquet 的 讲演 :向 量 空间 。 
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若 4 玫 示 怎 阵 (4oj)， 我 们 将 元 素 为 
Qf1— Qij 
的 矩阵 4' 称 为 4 的 转 置 . 
显然 有 : (4) 一 4，(CB4) 一 4 了 3 . 
On 中 的 纯 量 积 与 范 数 ”两 个 向 量 4 与 8 的 厄 米 纯 量 积 是 
指 一 个 复数 @.b, 定义 为 向 量 a 与 6 的 函数 ,具有 下 列 性 质 . 
a) .5b 一 6.a( 非 可 换 ); 
b) @: Mbit+ bs) 一 和 GD) 十 凡人 GD0a)， 
(ai 二 Ga ) ,太一 (aa) + naa.b), 
入 与 凡是 任意 复数 , % 与 pp 是 它们 的 共 思 复 数 ; 
co) GE 是 一 非 负 实 数 , 仅 当 a 是 零 向 量 时 为 零 .@ 的 范 
数 是 指 非 负 实数 
lal -Vaa. 
若 将 @ 5 在 一 组 基底 Bo= (ei) 下 表 出 , 则 有 : 
Ga-.b= > Wei) * (> bje;) 一 它 aibj (i* €)) . 


如 上 加 我 们 确定 了 纯 量 积 (ei*e;) 那么 厄 米 纯 量 积 便 完 全 确定 
了 . 

两 个 向 量 @ 与 有 叫做 正 交 的 ,如果 gq:5=0， 范 数 ]a| = 
1 的 向 量 @ 叫做 单位 向 量 . 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 叫 做 法 
正 交 的 一 个 基底 Bo 叫做 法 正 交 基底 ,如 果 它 由 法 正 交 向 量 
组 成 . 

定理 1 车, 2,…，Gn 是 m 个 线性 无 关 的 向 量 ， 则 
存在 一 组 法 正 交 向 量 B41，652,…，bm。 使 得 对 每 个 整数 6(1 志 
k<m), 问 量 组 (aa， ”3 qx) 与 (0:， "gy 2) 都 是 同一 向 量子 
空间 的 两 个 基底 . 

对 于 m=1, 定理 显然 , 因 定 理 的 假设 蔓 涵 jaa| 关 0, 故 只 

。 97 。 


关于 中 用 归纳 法 设 结论 对 m 一 1 真 . 故 存在 mr 一 1 个 向 
量 名，…，B : 使 得 对 于 hm 一 1，(@y,…， x) 与 (01,… 
人 是 同一 向 量子 空间 的 基底 , 特别 , 对 =m 一 1 是 如 此 . 

邻 c=a m 一 之 : B,(Dazn)， 


最 然 e 不 属于 由 (aa，…，Gm-i) 生 成 的 向 量 空间 ， 否 则 am 也 
是 这 样 , 此 与 假设 不 合 . 

定义 . bn=ce (lel ’), 
于 是 有 

6m) =1, bm:Bs= [cl]![an- bs— (BiG)] 0, 

故 ,…-，Bw 是 法 正 交 组 ， 与 Q@1,…，@m 生成 同一 个 向 量 空 
间 . 

注 1) 厄 米 积 go 不 是 可 换 的 , 但 满足 a). 

2) 7 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 Cl，…，cCy 线性 无 关 : 事实 


上 , 从 袜 juci 一 0 推出 


ci DNC=A|cl ?=0， 放 入 =0. 
上 上面 定理 的 证 明 给 出 了 依次 构造 向 量 6; 的 方法 . 首先 
正 交 化 向 量 组 a;, 即 构 造 向 量 cs 如 下 : 
C1— 1 
Co 一 Co 十 和 2Cl， 
C3— As AC1 NCs, 
C=, NC tN IC, 
对 任意 的 总 , 每 一 个 向 量 ci 不 为 零 、 依 次 号 出 ca Ci 一 
0,…, Cm*' Ca 一 0， 就 可 以 确定 加 …， 和 为， 即 是 稚 上 cz 十 
1 78 » 


CaCi 一 0 定 出 和, 然后 

xicila-assei=0 与 Xalcsla+aves=0 
定 出 知 与 入 ，… 等 等 .其 次 再 将 向 量 组 (co 法 化 ( 变 成 单位 向 
晤 ), 为 此 今 5 一 Te， 这 样 庄 妈 就 是 所 求 的 法 正 交 


龙 , 中 的 实 纯 量 积 ”用 加 ,表示 实数 体 上 的 % 维 向 量 空 
间 .， 取 定 一 . 中 一 组 对 个 线性 无 关 向 量 后 ,五 , 的 元 素 或 向 量 
2 就 由 其 实数 坐标 (oj 确定. 前 述 理论 中 唯一 要 修改 的 只 是 纯 
量 积 的 定义 , 纯 量 积 总 是 记 为 Qa.6, 定义 为 @ 和 名 的 实 还 数 ， 
满足 

a) a:b=b.a; 

b) a: Abi+ uba) 一 和 XG bt wo bs, 
入 , 人 是 任意 实数 ; 

co) GE" 下 是 正 数 , 仅 当 上 为 零 问 量 诗 为 零 ， 

当 @a:6 一 0 时 , 也 说 ga 与 5 正 交 ; 当 |el=v a:a=1 时 ， 
也 说 @ 是 单位 向 量 ; 仍 可 如 前 面 一 样 定义 法 正 交 基 ， 同 法 证 
明定 备 1, 不 过 这 时 不 必 区 别 6w:94 与 bx 8%， 因 实 纯 量 积 是 
可 换 的 . 

(O, 由) 厄 米 纯 量 积 与 (2B, 中 ) 实 纯 量 积 的 性 质 

2) 在 向 量 e; 组 成 的 法 正 交 基 Ro 下 将 9 与 6 表 出 , 则 

a.b=— -dile: @;) 一 之 ib, lal|?= 之 |a| ， 


故 有 ， abl- PEAE SMHEAT 
与 EA EA 


后 一 不 等 式 是 由 于 入 的 二 次 三 项 式 
MX = el TA)o|) ">0, 


所 以 判别 式 非 负 , 因此 
。79 。 


|e.6|<1cf io (9) 
b) 由 上 推出 : 
je 二 22 一 (CD (a+b) 
=|al?+l6l+a.b+b.a, 
la+bl?<|lal?+ lol:+2lal:16] = Cal + ld’, 


所 以 | 
latrbl<|alt lb. (10) 


《10) 式 叫 三 角形 不 等 式 ， 其 证 明 既 适用 于 C 〇 , 中 的 厄 米 纯 量 
积 ， 也 适用 于 如。 中 的 纯 量 积 不 论 哪 种 情形 , (10) 式 可 解释 
成 欧 氏 几何 中 的 一 条 定理 ， 三 角形 中 一 边 的 长 小 于 或 等 于 其 
他 西边 的 和 . 

相伴 算 子 设 工 是 本 节 开 头 考察 过 的 算 子 ， 即 由 和 矩阵 
(tp) 表 示 的 自 同 态 . 相应 于 了 有 一 个 算 子 7”, 称 为 了 的 相伴 
算 子 , 定义 为 


Ta:.b=a.Tbh. (11) 
易 见 7" 是 O, 的 自 同 态 . 若 生 的 表示 和 撼 阵 为 (的 ) ,在 法 
正 交 基 订 Bo 下 将 和 11) 式 表 出 , 则 得 : 


全 好 CID 一 >2 astnbs, 
故 关 于 基底 Ro, 人 的 表示 算 阵 为 . 
(ti) 一 《有 . (12) 

由 (12) 式 确定 的 矩阵 (ty) 称 为 矩阵 (ty) 的 相伴 矩阵 这 是 
对 工 = (tj) 取 转 置 窍 阵 了 二 (ty?) ,再 取 共 胃 窍 阵 而 得 , 此 外 转 
署 与 共 继 这 两 个 运算 是 可 换 的 、T 的 相伴 算 子 T°* 的 定义 可 
以 用 初等 方法 提出 . 先 由 (12) 式 定义 相伴 矩阵 , 然后 验证 等 式 
(11)。 然 而， 从 (11) 式 出 发 育 接 定义 4 有 具 有 一 般 性 , 可 以 推 
广 用 来 定义 具有 所 水 纯 量 说 的 问 量 空间 中 任意 算 子 的 相伴 算 
子 . 
本 


不 论 从 (1 出 发 或 42) 出 发 ， 都 可 以 证 明 相 伴 和 托 距 的 干 
述 性 质 ; 

a) (4 ) 一 4. 

b) (BA)*= A*B”*. 

0) 吞 4 是 xx 中 正则 矩阵 ， 即 存在 4 的 逆 ( 或 者 女 的 
行列 式 非 零 )， 使 得 44” = 了 ,或 者 利用 b): 《4 7) 4 一 43 
出 此 (4 六 一 (人 4) 一 

厄 米 算 子 ”现在 来 重点 讨论 成 为 自己 的 相伴 算 子 的 那些 
算 子 . 算 子 2 称 为 厄 米 算 子 (在 空间 Cu 中 ), 如 果 : 

2 .7 一 了 2 
也 就 是 工 一 人， 量子 力学 的 算 子 一 般 就 是 这 类 算 子 、 我 们 将 
研究 在 什么 条 件 下 ， 由 矩阵 4= (@sy) 所 确定 的 自 同 态 TY 一 
Aw 是 厄 米 算 子 ; 因为 

2 .47 一 4 mm， 
焉 者 由 (12), Gi = Cn 所 以 4= (@;) 是 厄 米 的 , 必须 且 只 需 下 
列 形式 : 

PT) 一 人 4 一 之 (2 之 (ij) 2 Quy tidy, 


是 引言 中 所 说 的 厄 米 形 式 . 

,中 的 对 称 算 子 在 空间 8 中 ,坐标 是 实数 , 纯 量 积 是 
实数 并 且 可 换 , 我 们 次 算 子 4 是 算 子 ,全 的 转 置 算 子 ， 如 
果 : 

TCD 一 CTD 《HL) 

奉节 是 五. 的 目 同 态 , 则 到 也 是 , 7 的 表示 乞 阵 (G4) 出 
下 式 给 出 : 

(7) = (#0) (12)’ 
这 是 4= (#7)) 的 转 置 矩阵 . 此 外 , 还 有 和 = 和 4 ， 这 是 因为 矩阵 
。 S81。 


的 元 素 都 是 实数 ， 所 以 其 相伴 矩阵 与 转 置 矩阵 一 致 ， 钳子 工 
吓 对 称 的 , 如 果 它 与 其 转 置 重合 , 在 法 正 交 基底 Bo 下 ,由 9 一 
Aw，A4 一 (ww;) 所 崇 示 的 算 子 Tw 是 对 称 的 , 必须 有 旦 只 需 was 一 
zfi， 即 算 阵 4 对称. 形式 
F(X) 一 名 .4 和 一 证 apit; 《13， 
叫 R。 下 该 算 子 的 附属 形式 ; 两 个 向 量 w 与 y 的 区 数 人 (wy) 
一 "4AY == AY* ww 称 为 极 形式 , 它 也 可 写成 4y, 因 实 纯 量 
积 是 可 换 的 ， 
特征 向 量 与 特征 值 尘 设 呈 是 (2 中) 厄 米 算 子 或 者 ( 刀 , 
中 ) 对 称 算 子 . 非 零 向 量 和 使 得 
PE=sT (14) 
时 , 称 为 下 的 特征 向 量 , 数 s 叫做 该 算 子 的 特征 值 ,，w 叫 属 于 
s 的 特征 向 量 . 用 4 表示 在 基底 .Bo 下 了 的 表示 和 矩阵 . 
特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 . 
i) 存在 %* 个 特征 值 ( 实 的 或 互 异 )， 事 实 上 , 命 工 是 单位 
姑 阵 , (1 可 以 写成 (4 一 江 )w=0、 让 左 端 的 % 个 上 坐标 为 零 ， 
便 得 % 个 线 狂 方程 ; 仅 当 


CTI“8 ws se 
w pt 位 
Ds(s) = | 23 an _0 
| ni [ on 一 人 


时 , 方程 组 才 有 解 关 0. 由 于 D4a(8) 一 (一 1)"9" 十 …, 故 至 多 
存在 % 个 特征 值 (相同 或 不 同 ). 反之 , 若 s 是 Difr 一 0 之 根 ， 
则 存在 一 向 量 %0 满足 4 一 sw, 所 以 是 属于 s 的 特征 向 景 . 
2) 依 定 义 , 特征 向 量 与 特征 值 仅 与 算 子 
y—Tw (15) 
[ 注 ] 见 A. Lichnerowicz 的 讲演 :线性 映射 与 矩阵 。 
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有 关 , 而 与 在 基底 Rh。 下 该 算 子 的 矩阵 表示 无 关 ， 后 面 要 证 明 
更 精确 的 性 质 ; 如 果 在 Ro 下 用 4= (qay) 表 示 了 了 ,而 在 另 一 基底 
Ri 下 用 B= (87) 表 未 全 ,Bo 与 Bi 都 是 法 正 交 的 , 则 D4(s) 三 
* 四 
每 一 特征 值 都 是 实数 . 事实 上 , 从 (14) 式 推出 ; 
WAP— ssT: 和 一 8 和 |2， 
.4 pL) 

太 s— Tal ~ ol 
车 x 是 特征 向 量 ， 则 TwT 也 是 ， 折 以 特征 值 。 是 尼 米 形式 
$(%) 在 属于 s 的 单位 特征 向 量 [5 5 处 的 值 . 


4) 属于 两 个 不 同 特征 值 % 与 ss 的 两 个 特征 向 量 w 与 8 
正 交 . 

事实 上 ， 从 4w 一 sw 与 AY say, 并 考虑 到 极 形式 便 推 
出 : Y "Aw 一 sy TX，AY 人 X 一 sa" 守 、 故 有 : 

(81—82)Y :WC=0, 或 YWw=0. (16) 

石 , 的 情形 ”上述 诸 结果 继续 有 效 . 3) 的 证 明 修 改 如 次 : 
命 s 是 Di(s) =0 的 根 . 无 论 s 是 实数 或 复数 , 相应 地 存在 一 
些 数 z (可 能 为 复数 ), 不 全 为 零 , 迎 是 % 个 齐 方程 的 解 . sw 一 
之 aij0j， 林 是 有 


> Cij01 一 8 之 Vi 一 8 之 | 0i|2. 
由 此 得 到 


2 Y 
8= PE EE 。 (17) 


根据 Qj 代 记 知 ， 分 子 是 实数 ， 故 S 是 实数 ， 所 以 ， 对 称 算 
阵 的 特征 值 是 实数 . 
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3. 二 次 形式 与 厄 米 形 式 化 为 法 式 


算 子 9 一 了 (wzw) 则 西 算 子 ， 如 果 |f (zw)1 一 lzl。 和 矩阵 4= 
《qay) 叫 酝 墟 隆 ， 如 果 在 法 正 交 基 底下 由 多 一 4w 所 定义 的 Ch 
的 自 同 态 是 一 个 西 算 子 , 即 1|4w| 一 1zl. 

”定理 2 和 处 阵 4 是 西 的 , 必须 且 上 只 需 4*4=I， 了 是 单位 
短 阵 . 

事实 上 , 若 4 满足 ， 

4*4 一 了 ， (18) 
则 由 相伴 矩阵 4* 的 定义 有 : 
|Aal?=Aa. Ag=o0:4*Aa=a.a=—lal’. 

反之 , 若 对 每 一 向 量 a, 4al?= al?, 则 有 : 

14(a 二 D)12= CAa+ 406) .Aa+Ab) 
—j|Acl2+|Abl2?-+ Aa-.Ab+ Ab.Aga, 

IACat06))?= e+6)?= 1al+lb|?+a.6+b.0, 
由 此 . 
: Aa.Ab-+-Ab.Aqa=@:b-+-b.a. (19) 

用 2 一 记 代 蔡 (19) 的 58 得 

40C.4D 一 40.4C 一 .0 一 六 .cz， 

将 上 两 等 式 相 加 得 

Aa:Ab~a.b. (20) 
因此 , 保 范 蕴 涵 保 纯 量 积 . 于 是 得 : 

a:b=Aa.Ab—oa.A*Ab 
即 是 对 任意 @，a: [4"468 一 0] =0、， 闭 将 方 括 弧 中 的 向 量 取 
作 @. 则 对 每 一 5 有 A"465 一 B50, 故 得 (18) 式 . 
所 以 本 矩阵 是 正则 的 , 即 其 行列 式 5 非 零 , 因为 ， 
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536 一 1，|5| 一 工 。 

刀 , 的 情形 ”车 将 轧 , 视 为 从 点 0 引出 的 向 量 集 合 ， 则 西 
自 同 态 是 绕 O 的 旋转 . 一 个 矩阵 4 如 果 关 于 法 正 交 基底 定义 
一 个 西 自 同 态 , 就 叫做 正 交 算 阵 , 这 时 , 定理 2( 证 明 相同 ) 说 . 
矩阵 4 是 正 交 矩阵 的 充 要 条 件 是 ; 4'4=I 或 4=4. 

证 明 变 简单 了 : 从 (19) 式 出 发 , 由 于 实 纯 量 积 可 换 , 推出 
Aa. 46 一 a.6, 即 (20) 式 , 其 余 同 上 . 

注 

1) O, 的 西 变换 构成 一 个 群 , 叫做 酝 群 ; 同样 ， 马 。 的 正 交 
变换 构成 正 交 群 . 这 些 群 是 一 种 特殊 的 群 ， 每 个 群 运 算 都 由 
m? 个 参数 ( 即 矩 阵 4 的 元 素 ws) 所 确定 , 对 Co 这 ?个 数 是 复 
数 , 对 如 ,是 实数 , 对 于 运算 O= OO 即 群 运算 Oi; 和 0 之 积 ， 
相应 的 参数 可 以 解析 地 表 为 01 与 0s 的 参数 的 函数 (只 需 计 
算 乘 积 算 阵 的 项 )。. 这 样 的 群 叫做 李 群 . 

2) 西 矩 阵 的 wa 个 元 素 ay 之 间 有 某 些 关系 ,可 以 从 (18) 
式 得 到 : 令 564 表示 单位 矩阵 了 的 元 素 (6n 一 1 符 32p 则 64 
一 0), 将 (18) 式 用 元 素 表 出 便 得 


2 La = 6;. (21) 
反之 , (21) 式 蕴涵 B47 了 , 而 B=4”, 由 此 ， 
A*A=I=AA". (22) 
《22) 的 第 二 个 等 式 等 价 于 : 
之 CsCAe 一 Cr (23) 


因此 ， 方 程 组 (21) 与 (23) 等 价 。 在 正 交 群 的 情形 (es 为 
实数 ), 对 于 ”一 8, 我 们 重新 得 到 9 个 数 构成 一 个 正 交 和 托 阵 的 
经 典 条 件 . 

8) 给 了 两 个 法 正 交 基底 Bo 与 丽 ， 分 别 由 向 量 et 与 ey 
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组 成 , 则 存在 一 西 和 矩阵 S, 使 得 . 
ee, 一 Ne. 
事实 上 , 由 (6) 式 ,者 5 一 (8) 使 得 , 


©! Se=— >i0, 
. 4 
由 此 推出 es:@= 二 Sei*Der = $19yp = Om. 
了 


据 (21),， 这 表明 5 是 本 矩阵. 

如 果 把 任何 一 个 单位 向 量 取 作 el 入, 则 可 确定 -个 法 正 
交 基 (定理 1)， 从 而 可 以 确定 一 西 矩 阵 5S, 使 得 ， Sei 一 qi 是 
事先 给 出 的 单位 向 量 . 

这 个 结论 (把 本 矩阵 换 成 正 交 第 阵 ) 在 五 ,中 仍 有 效 , 并 且 
有 几何 解释 . 

定理 3 若 4 是 厄 米 矩阵 ,8 是 西 矩阵 , 则 B=SA4AS”! 是 
捷 米 矩阵 . 

关于 法 正 交 基 Bo, 视 y= 4w 为 厄 米 算 子 ,我 们 来 证 明 %y 
= Bw 也 是 厄 米 算 子 , 即 要 证 

DY 一 DB， 
或 者 SA wy = wR:SAS Ty 
但 由 于 有 蔡甸 
4 一 下 44 人， 
若 令 8=A- ,0 一 和 -1 网 得 
AS-iw.S -= 有 .489127， 
由 于 (20) 式 适用 3: 西 矩 阵 S 与 5 又 有 
[ 注 1] ei 原文 是 et。 改 为 e1 与 上 下 文才 相符 : 由 ei 造 出 自由 组 el, as， 
. "By 再 造 出 法 正 交 基 el e2; "3 en, 于 是 对 于 {ej 存在 5， 使 ei = 
Se 所 以 Se1 一 ei 一 G1 是 事先 给 出 的 向 量 , 一 一 译 者 注 
[ 注 3] 原文 如 觉 不 好 理解 , 可 改 为 :事实 上 由 于 (13) 适用 于 4， 和 而 (20) 适用 
于 SS 和 AS 所 以 SAS-ix.y=S8-1SAS-!ix.8-y=AS-ix:S-iy = 
tr 一 SS S4S- 志 一 xz.SL4S-IU 
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SAS-iw.g:= 2.SAS- yy. 

同样 , 若 4 是 对 称 和 矩阵 , S 是 正 交 和 矩阵 , 则 B=SA4S"! 是 
对 称 矩 阵 . z | 

注 关 算 子 (15) 关于 法 正 交 基底 Bo 由 厄 米 矩阵 4 表示 ， 
关于 基底 及 由 矩阵 召 表 示 , 则 Ds (s) 三 Ds(3). 

事实 上 , 设 S 是 丁 矩 阵 , 它 将 Bo 变 成 也 使 得 如 一 03) 一 
"4 = 一 48 一 由 此 ,Da= [了 一 s 丰 的 行列 式 =[LS4S- 一 8 了 7] 
的 行列 式 =S[4 一 ST]ST! 的 行列 式 一 Da， 

厄 米 形式 化 为 法 式 设 $= 避 ovawy 是 我 们 要 处 理 
的 形式 , $9 (Ww) 一 ww 4， 4 一 (as) 是 厄 米 算 子 2 一 4 一 Te 在 
法 正 交 基底 如 下 的 表示 怎 阵 , 风 是 妈 在 Bo 下 的 坐标 ， 于 是 
p(w) 是 Bo 下 附属 于 了 的 厄 米 形 式 . 

定理 AA 在 O, 内 至 少 存在 一 法 正 交 基 底 有 E, 使 得 车 名 
是 在 及 下 的 坐标 , 则 9$(w) =w.:Tw 有 如 下 表达 式 : 

$ 一 之 SE PEn, (24) 

诸 8, 是 实数 . 

令 Xi 一 之 sy 知 阵 = (8s) 是 西 矩 阵 ， 则 p> berdsts, 
这 里 B=(bs)= 二 S*AS=S- 14S. 

于 是 定理 4 的 结论 等 价 于 : 

定理 了 对 于 厄 米 窍 阵 4, 至 少 存 在 一 西 窍 阵 S， 使 得 
BS AS 有 对 角形 式 ; 


S14 着 OO 
B= 0 89 0 
0 Sn 


请 8 是 实数 . 
8 。 


我 们 用 下 述 引 理 来 证 明定 理 4. 

引导 洪 呈 是 厄 米 算 子 的 一 个 单位 特征 向 量 , 令 公 一 
wi01 十 和 且 Qi 一 0, 则 YTw 可 分 解 成 如 下 形式 ， 

多 一 全 w 一 340404 十 人 ， 

mu 是 om 所属 的 特征 值 ; 并 且 还 有 下 列 性 质 ; 

1) 5 一 TU 2 与 2 一 样 0 也 在 的 正 交 子 空 间 
CO xici) 内 ; 3) 出 一 TD 一 si 十 到 .TU 这 里 呈 -T2 是 空间 
O。-1(@1) 中 的 厄 米 形式 . 

事实 上 ,TT(W) =T(wGt A) 一 0 (Ga TU) = sp 
+ UU), , ET WU) 一 人 fei) 2 一 SG 2 一 0. 从 而 XW: TH = 
(m0 tA) (sic4G TU) = 8004 + TH. 

推论 。 令 及 = (qi,…, a。,) 是 O, 的 法 正 交 基底 ,而 是 
Tw 的 属于 & 的 特征 向 量 , 则 厄 米 形式 $C(%) 一 we 可 分 解 
成 : 

光一 3 人 十 由， (25) 

这 里 办 一 比 :TW 是 至 多 有 nn 一 1 个 变量 的 厄 米 形 式 , 相应 于 算 
子 卫 在 CO _i(aa) 内 的 迹 . 

事实 上 ， 阁 对 于 及 有 人 = (wi oo) ， 则 办 = ， 
这 里 8 与 了 2 均 属于 坐标 为 za …'， wn 的 空间 0,_1(@7)， 

讨论 ”m1 与 5&1 的 存在 已 肯定 (5 可 能 为 零 ), 所 以 来 研究 
内 

a) 者 和 1 三 0, 则 定理 4 成 立 , 这 时 p<1， 
R= (41=a, ba, 、…, 0b,), 

Bs，…, 5 是 由 -w=0 确定 的 子 空间 Ca 中 的 任何 
法 正 交 基底 .对 于 二 2 有 Tb 一 0， 向 量 6s,…, 刀 是 了 的 
属于 特征 值 8 一 0 的 ww 一 1 个 特征 回 量 .在 这 个 基底 及 下 ,我们 
有 史 (w) 一 人 .TU -3 t= 6 DG)= (—1)" T(r, 
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b) 车 四 去 0， 选 单位 向 量 bs 作 9 一 Tw 的 特征 向 量 , TT 
-是 O,-i() 中 的 厄 米 算 子 ; 2 是 工 在 Cu 中 的 特征 向 量 ， 与 
-入 一 呈正 交 ， 所 以 关于 基底 Rs(bi=@, ba=as,, be, -…, b,) 
有 

$= sid01 + Sat283 + pa, 
ps 是 至 多 有 nm 一 2 个 变量 的 厄 米 形式 $s 二 ww":Tw, w 属于 由 
bi 一 0 与 bw==0 确定 的 子 空间 O。:(6:，Das) . 

若 加 到 0, 则 定理 4 成 立 ， 这 时 p<2, ER= (qu=61，b,, 

;0.) ,Da 0 是 Cs，52) 的 任何 法 正 交 基 底 . 若 惫 去 0， 
继续 利用 前 面 的 引 理 与 推论 , 经 过 p<n 次 后 , 便 得 法 式 (24). 

注 指出 下 列 几 种 不 同 的 提 法 : 

1) 利用 定理 3 可 以 就 矩阵 进行 讨论 ; 容易 获得 定理 B 的 
形式 ; 总 是 y==Tw 的 单位 特征 向 量 , BR 是 法 正 交 基底 (bs 
一 0 ，bs,…, 6.,); S 是 西 变换 , 它 将 Bo 变 成 妃 , 我 们 有 

p(T) 一 名 wwyrivi = AW( 关 于 Ro), 4A= (@y), 
$v) 一 如 by 一 ww.Be( 关 于 及) B= (bw)， 
B=S8S AS. 

由 定理 3 知 , B 是 厄 米 矩 阵 ， 故 Bai= sici 蕴涵 bu 8 
bu= bn 一 0(j 之 2), bu 一 bu. 这 就 直接 确定 特征 值 % 是 实数 ; B 
由 一 个 (一世 x (nm 一 了 型 厄 米 矩阵 B= (bsy)，by 一 by(2& 
<<n, 2<<j<< 吕 在 其 左上 角 补 以 s&1, 其 余 补 以 0 所 构成 .假定 
定理 B 的 结论 对 % 一 1 为 真 ， 则 存在 (wn 一 1) x 人 一 型 西 矩 
阵 9, 使 得 090".B'0 是 一 个 对 角 和 矩阵 , 对 角 线 元 素 为 实数 so,…， 
sw 在 9 的 对 和 角 线 左上 角 人 处 补 以 1, 其 余 补 以 0 得 到 的 mx 型 
矩阵 T 是 0 中 的 西 矩 阵 ; 同样 S51==T8 也 是 酉 矩阵 ; 于 是 Bi 

Si14S 为 对 角 厄 米 矩 阵 , 这 就 证 明了 定理 B, 令 所 = (s 轨 ), 代 
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换 wu 一 袜 sg6 给 出 4 一 阅 s5E。 改变 脚 标的 顺序 (这 相当 于 
作 一 西 变换 ), 可 以 先 写 出 非 零 项 , 从 而 得 到 定理 4 的 形式 .， 
2) 设 Bs 是 上 面 定理 中 得 到 的 基底 五 的 向 量 , 它们 是 全 
的 特征 向 量 : TBx=ssBx、， 人 假设 它 们 的 次 序 满足 $j 二 2 宇 … 声 
sp, 在 定理 4 中 若 Pp 之 nw, 则 gs:a …，s 是 零 . 由 (24) 得 ; 
, PL) 


$1—max pw)， 即 st1=max [5 。 
ss— max 由 (人 )， zx:Bi=0, (26) 
ss—max $v), w* pi=0, (1<j<k—1). 

于 是 , 特征 向 量 Br 的 计算 法 在 于 寻求 使 (26) 达到 最 大 的 


问 量 Br, 并 求 sp — $Bs) 。 
我 们 可 以 由 此 得 到 定理 4 的 证 明 , 只 需 利 用 下 面 的 结论 ， 


定义 在 紧 致 空间 上 的 多 变量 连续 函数 的 确 在 此 空间 中 达到 它 


的 上 、 下 确 界 . 

我 们 有 下 面 的 结论 ， 

定理 ” 设 B; 是 单位 向 量 ， 使 $(w) 在 |w| 1 的 条 件 下 
取得 最 大 值 , Bs 是 单位 向 量 , 使 上 (w) 在 条 件 |zj| 1 与 2*B， 
0 下 取得 最 大 值 ， 继 此 以 推 , Bs(1<h<n) 是 单位 向 量 ， 使 
$(aw) 在 条 件 jzj =1 与 “Bj==0, 1<j<h 一 1 下 取得 最 大 值 ， 
若 在 法 正 交 基底 R(B:，…，) 下 表 出 w 一 (6))， 便 得 法 式 
(24)， 诸 ss 由 (26) 给 出 . - 


事实 上 , 设 在 基底 民 下 p(T) = 一定 205 依 定理 3, (bw) 
是 厄 米 算 阵 . 我们 有 由 (B:) 一 st 一 0 并且 对 于 |z| 一 1 0 


忆 st， 由 此 可 见 , 对 任意 的 w 有 
hm) = $m) 一 5 zl 和 0， 


h(w) 显然 是 厄 米 形式 . 在 j>>3 时 令 乌 为 零 , 则 h(w) <0 写成 


es 人 0 。 


h (yw) — bist1¢2+ bat sti 十 bsst 26s 0, 
这 个 不 等 式 对 任何 61， gs 成 立 . 令 Sa 一 Mi 入 为 实数 ， 那 么 
| 各 | (ba 十 03 十 pasX3 和 0 对 任意 实数 和 成立， 这 要 求 51s 
十 051 一 0，0as 委 0. 允 于 5 一 051 入 为 实数 ,也 得 012 一 02 一 0. 
最 后 必 有 bi2 = bi =0, 同样 对 于 ;> 有 bys= bi = 0., 故 在 B 
下 所 讨论 形式 可 以 写成 . 

z $V) 一 SEE 十 (CC)， 
这 里 央 () 是 龙 米 形式 , 只 含有 变量 £2 …, .5 一 0 时， 几 
化 为 加, 将 上 述 方法 用 于 ,于 是 ,依次 确定 向 量 Bs 作为 取 最 
大 值 的 元 素 , 在 这 些 向 量 组 成 的 基底 刀 下 , 史 必 取 法 式 (24). 

3) 如 果 将 可 换 乘 法 ziw; 换 成 关于 加 法 左右 分 配 的 任何 
运算 , 则 将 9= awwws 化 成 法 式 (24) 的 计算 无 须 修改 仍然 有 
效 . 因此, 考虑 外 积 (% 入 人 一 一 好人 2) 我 们 得 到 结论 ， 代 的 
“一 这 532g; 把 厄 米 形式 录 化 成 法 式 (2 和 ,也 把 形式 => cz 

入 由 化 为 法 式 罗 一 区 5851 人 和. 

名, 的 情形 ”这 时 由 于 zw 与 x%; 相 同 ， 除 了 由 此 引起 的 修 
正 外 , 上 述 结 论 与 证 明 可 以 照搬 过 来 , 所 以 得 到 

定理 A) 在 万, 中 至 少 存在 一 个 法 正 交 基底 ,使 得 如 
在 下 下 有 2 一 (5 ， 则 对 称 二 次 形式 


了 = Cij0i0j = WT* AX, (ai 一 Ch) ， 
可 化 成 P-Datl p<n, 
诸 s 是 实数 ，B 的 向 量 Bx 是 对 称 算 子 Y= A 的 特征 向 量 . 
变换 4 一 之 Si; 由 一 正 交 和 矩阵 S = (8y) 实现 . 


B) 对 于 对 称 矩 阵 妇 4== (ey)， 存 在 一 下 交 算 阵 5 = (si;)， 
使 得 BS -1AS 是 对 角 乍 阵 . 
» Ol1 。 


定义 1) 二 次 形式 (或 厄 米 形式 办 是 正定 的 , 如 果 对 
于 任何 非 零 向 量 %= 《wi), 有 >0( 或 $>0)，。 

2) 万 或 上 是 半 正 定 的 ,如果 也 之 0( 或 $$ 之 0)， 

定理 ”有 可 使 (或 四) 是 正定 的 ， 充 要 条 件 是 它 有 最 大 秩 
2 一 », 并 且 记 有 特征 值 >0(1<h<n). 

上 述 结果 将 用 来 研究 直角 坐标 下 圆锥 曲线 与 二 次 曲面 方 
程 的 化 简 问 题 . 它们 的 分 类 取决 于 形式 的 指数 与 秩 凶 下 面 
”是 关于 二 次 曲面 的 蕊 格 的 几 点 说 明 : s 的 方程 的 根 ss 是 满足 


下 述 条 件 的 参数 值 在 齐 次 些 奈 办 ，za， wa, v4 下 由 (wi, 


Va, Va, V4) ts la =0, ms=—=0 所 确定 的 ( 束 中 的 ) 无 限 远 圆 猴 


曲线 已 经 分 解 ; 根 ss 首先 可 表 成 如 下 形式 ; 与 二 次 形式 下 相应 
的 对 称 变换 2 一 4w 的 特征 值 s， 是 使 得 形式 FF 了 (v1, v2， 


mi) 十 so 的 秩 小 于 %% 的 那些 值 ， 并 且 只 能 是 那些 值 . 


然后 利用 这 个 结果 指出 : 秩 p<2 的 形式 显然 是 两 个 实 线性 形 


式 或 共 红 线 性 形式 的 续 积 . 
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[ 注 ] 秩 为 p， 指 数 为 qq<7p) 的 二 次 形式 的 法 式 为 FF= 一 一 ,… 一 好 
十 好 译 渚 ; 
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第 六 讲 典 型 群 


工 . Lesieur ( 普 瓦 幕 埃 理学 院 教授 ) 
1. 体 玉 上 ?元 线性 群 


必 | 
令 KK" 一 也 是 向 量 人 ww 一 的 组 成 的 向 量 空间 , 的 %* 个 
, 
分 量 属 于 可 换 体 玉 ， 考虑 线性 变换 -> 一 Aw, 定义 为 
A 


f 
12 一 Q3sd24 十 十 Gan0rs 


p 一 CQ 十 ， .. + CsmiCn, 
诸 系 数 ar 属于 体 多， 并 且 相 应 的 行列 式 不 为 零 。 所 有 这 样 
的 线性 变换 构成 一 个 群 ， 称 为 KK 上 的 % 元 线性 群 ， 记 成 
GL(n, K). 
特别 ,行列 式 为 1 的 所 有 线性 变换 构成 GL(n，) 的 子 
群 , 称 为 % 元 特殊 线性 群 ,或 么 模 群 , 记 成 SL(%, ). 
本 文 要 讨论 的 群 是 一 般 线性 群 的 所 有 子 群 ,KK 是 复数 体 
或 实数 体 ， 按 耳 . 外 尔 的 命名 , 这 些 群 称 为 典型 群 . 至 于 任意 
体 的 情形 是 近年 研究 的 对 象 ， 其 主要 结果 已 汇集 于 范 短 瓦尔 
登 的 书 [2] 与 [3] 和 J. 丢 东 涅 的 书 [ 筷 与 [四 中 ， 
- * 93 。 


2， 对 合 线性 变换 


这 种 线性 变换 与 它 的 道 重合 , 即 它 的 表示 矩阵 4 满足 ， 
4 一, 其 中 工 表 示 单 位 矩阵 . 
根据 上 面 关 系 , (det 4)?=1, 故 4 是 可 逆 的 . 
这 些 和 矩阵 关于 矩阵 前 加 法 与 乘法 具有 环 的 结 梅 ， 所 以 关 
系 4 一 工 可 写成 
A?-I-0, 即 (4 一 门 (4 十 万 =0. 
这 就 使 我 们 来 考虑 满足 T 述 条 件 的 向 量 2 和 2: 
(4 一 也) 交 一 0， 即 4 一 20; 
(4+DYy=0, 妇 D Ay=—y. 
满足 前 一 关系 的 向 量 构成 且 的 一 个 向 量子 空间 让, 后 者 
构成 一 个 向 量子 空间 玉 ， 这 两 个 子 空间 大 与 WW 没有 公共 的 
非 零 问 量 , 因为 : 
ww 一 Jy 缠 涵 Aw 一 4AYy, 即 w= 一 gy, 由 此 2x 一 0, 即 w 一 0 
《对 于 示 性 数 不 是 2 的 体 , 可 以 施行 除 以 2 的 运算 ). 
另 一 方面 ,V 与 WW 生成 空间 如, 即 加 的 每 一 向 量 口 可 
写成 
V=T+Yy, TEV, YEW, 


v0— 坟 (V+ .Av) 十 于 (了 4 人 7)， 
这 时 A(V+AD) AV 4, 故 Dv 十 AVEV ,而 A(V 一 AV)= 
AVD 一 如 一 一 (VD 一 AU), 故 0 一 4v0 属于 W. 


这 两 条 性 质 可 下 成 如 下 形式 .， 
se 9 和，- 


VNW=0, VUW=E%, 

并 说 信 与 信 互补 . 

因此 有 下 面 定理 : 

定理 1 设 4 是 对 合 线性 变换 ， 则 存在 两 个 互补 的 子 空 
闻 矿 与 到， 使 得 对 三 的 每 个 向 量 史 有 4X=w， 对 到 的 每 
个 向 量 吧 有 ALT= 一 vw. 

若 王 是 六 维 ， 则 了 琴 是 m% 一 2 维 ; 在 了 中 选 基底 {Tela …， 
Ep} ,WV 中选 {er; 1 …，e 小 , 则 变换 方程 取 如 下 形式 ， 


021 一 21， 
2 一 化 9) 
1 vp = 化 py， 
2p++ 一 一 黎 p+Iy 
L T= nn, 
有 中 的 例子 . 
{ 7 一 好 ， 
| 22 — Wo. (关于 平面 (e@1，e2) 平 行 于 es 的 对 称 变换 ) 。 
Z3 一 — ws. 
3. 正 交 和 群 
一 个 线性 变换 如 果 使 二 次 形式 ; 


PH) 一 2 十 嫉 十 十 2 


ep 


[ 注 ] 记号 如 不 是 集 论 中 并 集 的 记号 ,而 是 格 伦 中 和 的 记号 (参看 工 . Du- 
breil Jaceotin， 了 Desieur，R. Oroisot, ¢Théorie des treillis»,1953s 


Pp: 9 与 35, 例 6) 。 
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保持 不 变 , 就 称 为 正 交 变换 . 
相应 的 矩阵 4 虽 正 交 和 矩阵 .一 个 矩阵 4 是 正 交 的 , 必须 
且 只 需 4 满 足 
ATA=I, 
这 里 4” 表示 4 的 转 置 矩阵 (由 4 关于 主 对 角 线 对 称 而 得 的 
符 阵 ) 
-对 mw%=2 了 予以 验证 . 要 使 变换 
1 — W111 + G4209， 
2 一 Csd04 十 G22%2 
对 于 任意 的 v1 与 za 满足 213 十 x2? 圭 信 十 3， 条 件 是 ， 
人， lz 十 Caz 一 二 ， 


Cil013 十 CoalQaa — 0. 


这 条 件 可 表 成 : 
4- (~ | 2 ) 是 单位 抵 了 人 0 1 
Ca Cua Wa Wag 0 1 
由 此 推出 det 4 二 土 1， 


所 以 , 正 交 和 矩阵 是 可 道 的 。 此 外 ， 它 的 逆 是 其 转 置 4?, 并 满 
足 , 44?= 了 故 A? 也 是 正 交 和 矩阵 . 

因为 两 个 正 交 变换 的 乘积 仍 是 正 交 变 换 ， 故 所 有 正 交 变 
换 构 成 一 个 群 , 称 为 正 交 群 , 记 为 O(w 尼 ). 有 两 种 正 交 变 换 : 
行列 式 为 十 1 的 称 为 旋转 , 构成 O(n, 下) 的 子 群 Ot (wn, K)， 
而 行列 式 为 一 1 的 则 称 为 雾 转 (当然 不 构成 子 群 ). 

车 下 是 复数 体 , 则 实数 体 及 上 的 实 正 交 群 O(n， 丸 ) 显 然 
是 O(n, 玉 ) 的 子 群 . 

性 质 ” 正 交 变换 保持 两 个 向 量 的 纯 量 积 ， 

向量 与 9 的 纯 量 积 表 成 

fw, Y) 一 2404 十 2 十。 十 One 

。 96 。 


它 是 向 量 的 坐标 的 对 称 双 组 性 形式 . 
事实 上 , 上 面 的 形式 可 写成 先 阵 的 乘积 ， 
2 
fw, 8) = (cava…oo)| 22 | 一 工 ?了 。 
Zu 上 
经 过 变换 4, 它 变 成 .根据 结合 律 ). 
(AX)TAY = (和 74m (AY) = XA'AY = XY. 
子 空间 产 的 共 力 子 空 间 六 是 满足 下 述 条 件 的 向 量 y 所 
成 的 子 空间 ; 
对 每 一 EV, f(r, 2) =0. 
VV 的确 是 子 空间 , 因为 f 双 线性 ; 而 上 述 关 系 是 对 称 的 ， 
故 太 也 是 广 的 共 斩 子 空间 . 
若 矿 只 由 一 个 向 量 2 生成 , 则 大 是 正 交 超 平面 . 更 一 
般 , 若 玫 是 2 维 ,， 则 大 是 mw” 一 2 维 ( 事 实 上 ， 广 由 2 个 无 关 
向 量 et …，e* 确定 ， V" 是 2 个 无 关 超 平面 f (@， 2) 一 0 的 
交 , =1, 2,*……, Dp). 
当 K 是 实数 体 时 ， 我 们 有 FI 广 =0， 放 两 个 共 轮 的 子 
空间 是 互补 的 . 当 是 复数 体 时 , 结论 不 真 , 这 时 , 存在 子 空 
间 六 ,使 得 VNV* 关 0, 称 为 迷 向 子 空 间 。 


4. 正 交 对 合 变 换 


设 4 是 正 交 对 合 和 矩阵 ( 故 4 满足 42=I， 由 此 4=47? 
A”)， 这 是 一 种 特殊 的 对 合 变 换 ， 定 理 1 适用. 我 们 来 证 
明 该 定理 中 的 这 和 矿 是 共 轿 子 空间 , 从 而 使 结论 更 加 确切 . 

wEV 与 9EW 的 纯 量 积 是 


ae 人 7 。 


fr, Yy) = 六 4w，489) =f rw, —Y) 一 一 太 m，2/)， 

由 此 2f (ww, 8) 一 0, f (x,y) 一 0, 只 要 体 的 示 性 数 不 
是 2. 

由 此 推出 yEV", 放 WVEVY*. 但 与 VV 有 同样 的 维 数 
mn 一 p, 所 以 本 = 入， 因此 , 六 与 歼 共 罗 . 

此 外 ， 我 们 知道 了 人 则 玉 =0, 故 V 人 VV*=0, 所 以 了 不 是 
内 向 子 空 间 ， 殉 也 一 样 ， 由 此 有 

定理 2 车 4 是 对 合 正 交 变 换 ， 则 存在 非 迷 向 子 空间 
《可 能 只 有 零 元 )， 使 得 对 于 六 的 每 个 向 量 图 有 4m 一 w， 对 
于 共 力 子 空间 VV 的 每 个 向 量 2 有 AY 二 一 %w. 

在 瑟 与 酌 内 各 取 一 个 法 正 交 基 底 , 便 得 刀 的 一 个 法 正 
交 基 底 , 使 得 变换 方程 取 (所 式 的 形式 ， 该 变换 是 旋转 或 翻转 
依 m% 一 p 是 偶数 或 奇数 而 定 . 


5. 对 称 变 换 


特别 , 当 玉 是 n 一 1 维 时 ， 对 合 正 交 变换 使 保持 不 变 ， 
称 为 关于 超 平 面 矿 的 对 称 变 搁 ( 已 知 让 不 是 迷 向 子 空间 ), 初 
等 几何 中 由 对 称 变换 生成 正 交 群 的 著名 定理 , 在 复数 体 区 或 
实数 体 的 情形 , 已 由 了 吾 ， 嘉 当 [6] 推 广 至 任意 的 mw 丁 壬 东 
涅 又 推广 至 示 性 数 不 是 2 的 任意 体 ， 即 下 述 定 理 成 立 . 

定理 3 任意 % 元 正 交 变 换 是 至 多 nw% 个 对 称 变换 的 积 . 

对 % 用 归纳 法 就 实数 体 证 明 . m=1 时 显然 真 ， 设 m 一 1 
时 定理 真 . 若 存在 一 向 量 w 关 0, 使 得 4% 一 ww, 则 4 使 得 与 
2 共 思 的 整个 超 平面 瑟 不 变 , 4 在 豆 上 的 限制 是 正 交 变换 ， 
它 是 至 多 ”一 工 个 对 称 变换 的 积 ， 这 就 在 召 中 定义 了 一 些 对 
称 变换 , 至 多 nn 一 1 个 。 车 没有 一 个 非 零 向 量 是 不 变 的 , 考虑 
。 08 。 


任 一 向 量 Yo, 则 4wo 关 Yo，wo 满足 : 
P(2Wo) =f (Lo, Ko) 一 (40o) . 
方程 为 了 (2Z，2wo 一 4wo) 一 0 的 超 平面 定义 一 -个 对 称 变换 
S, 把 wo 变 成 4Xo 关 0， 积 变换 S84 使 wo 不 变 ， 放 是 至 多 
一 1 个 对 称 变换 的 积 , 所 以 4 是 至 多 n 个 对 称 变换 的 积 ，- 


6. 西 和 群 
任 取 空间 B=K", 这 里 及 是 复数 体 ， 现在 考虑 厄 米 形 ; 


PE) 一 2404 十 0a03 十 .十 WoTn， 
其 中 ，% 表示 ww 的 共 圈 复数 ， 本 变换 是 保持 p(o) 不 变 的 线 
性 变换 , 它 的 矩阵 4 满足 关系 : 
AT7.A=I, 
这 里 47 表示 4 的 共 堪 转 置 第 阵 、， 故 和 矩阵 4 可 道 ， 其 道 是 
A”, 满足 447= 了 J, 故 也 是 厄 米 矩阵 . 两 个 酉 变换 的 乘积 仍 
是 西 变 换 , 故 所 有 的 酉 变换 构成 一 个 群 . 西 群 U(n, KK)。 
一 个 酉 变换 使 下 列表 达 式 不 变 : z 
f lw, Y) = > 


上 式 称 为 向 量 w 与 y 的 厄 米 纯 量 各 ， 它 是 这 两 个 向 量 的 双 线 
性 形式 , 非 对 称 , 但 满足 
JP，21) =f(y, TD)， 
故 条 件 fw, 8) =0 与 Fw) =0 等 价 ， 这 些 性 质 使 我 们 
能 够 定义 共 斩 子 空间 上 与 六 , 并 将 定理 3 扩张 至 西 群 ,得 出 
行列 式 等 于 工 的 西 变换 构成 西 群 与 特殊 线性 群 的 子 群 ， 
特殊 西 群 SU (wn, KK). 
@ 0090.，. 


7. 举 群 
假定 空间 妃 是 偶 维 : = 2m. 向 量 Y 的 坐标 是 ; ci ci，ze， 


w2 ， 0 2 

对 于 两 个 向 量 wv 与 2， 我 们 考 虑 相应 的 

fw, = — WY Ways — VY + rsd — Win my 
这 是 两 个 向 量 的 交错 双 线 性 形式 ， 

fy, WT)=—f(%, Y). 

保持 Jow，2 细 ) 不 变 的 线性 变换 称 为 辛 变 换 ， 因 此 它 电 下 

式 定义 : 

fw, y)=f(Arw, AY). 
相应 的 矩阵 4 称 为 辛 矩阵 . 两 个 辛 变 换 的 积 仍 是 辛 变换 、 为 
证 明 辛 变换 构成 一 个 群 , 我 们 来 证 明 辛 变换 是 可 着 的 . 

2 一 2 时 ， 辛 变换 就 是 保 掉 定向 面积 不 变 的 变换 ， 所 以 是 
特殊 线性 群 SL(2, 下) 中 的 变换 .在 m=2m 的 一 般 情形 ， 考 
虑 矩阵 4 的 列 向 量 , 即 : 

Wi—Ae1, Wi— AA, *…, Qn— Aen, a — A 

从 关系 f (ei, @;) =0, f(@;, @;)=6;, f(€i, @;) 一 0 

(这 里 64 当 5=j 时 为 1, 5 天 7 时 为 0) 推出 ， 

Fe wi) =0, fm, 7) =6y, foi, a;) 一 0. 
这 是 4 为 辛 矩 阵 的 充 要 条 件 . 而 向 量 组 @i, @1, am， 
人 和 因为 车 存 在 若干 和 使 得 w 一 和 aai 十 XiQT 十 … 十 和 ncn 

Nmam 为 零 , 则 f(s, 1) 一 和 j= 一 0， 同 样 对 1<im， 和 N= 入 
-0 故 宅 阵 4 可 道 ; 而 且 它 的 首 也 保持 f(z, 9) 不 变 ， 所 
以 他 是 辛 宪 阵 。 因 紫 , 辛 变换 构成 一 个 群 ， 称 为 辛 群 SP(%, 
EK). 


- IN) 。 


如 同 对 正 交 群 一 样 ， 我 们 还 可 定义 共 圈 子 空 间 V 了 与 
的 概念 , 以 及 满足 让 V0 的 迷 向 子 空 间 矿 的 概念 . 

对 合 辛 变换 ”利用 同样 的 证 法 , 定理 2 可 推广 至 辛 群 .但 
我 们 可 以 补充 说 明 一 点 ， 对 合 辛 变换 的 结构 中 出 现 的 空间 VV 
与 W 都 是 偶数 维 空间 . 

事实 上 ,与 W 都 不 迷 癌 ,而 奇数 维 子 空间 只 能 是 迷 问 
的 : 一 个 由 基底 @1,…， ezp+1 确定 的 奇 维 空间 LV, 实际 上 含有 
非 零 向 量 

T=NME1T + NariCap+1 

属于 UU 的 共 罗 子 空间 .因为 一 组 2p 十 1 个 齐 次 方程 

fw, @i) =Af 《ea， ei) Aprif (ezp+d ei) =0, 

d=1, 2, .…, 2p+1, 

有 奇数 阶 反对 称 行列 式 , 故 行列 式 为 零 , 所 以 方程 组 有 非 零 解 
和 Xi，AX3，…，2ap+l， 从 而 给 出 非 零 向 量 

特别 , 任何 一 维 子 空间 以 及 任何 超 平 面 都 是 迷 向 子 空间 . 


8S. 六 模 截 


前 面 的 论证 表明 不 存在 辛 " 对 称 变换 ”， 但 如 同 把 正 交 对 
称 变换 视 为 保持 超 平 面 的 向 量 不 变 的 正 交 变换 一 样 ， 我 们 也 
可 寻求 使 得 超 平面 的 问 量 保持 不 变 的 辛 变换 . 
设 4 是 这 样 的 变换 , 及 是 超 平面 ，Ye 是 不 在 瑟 上 的 向 
量 ， 对 于 每 个 向 量 w 相应 地 有 五 的 向 量 中 ， 使 得 z 一 由 十 
7(XT)wo 由 此 4 代 一 月 十 r+ (ww)Awo， 相 减 得 . 
AX— T=7+H) Ga, = Aro— Vo. 
这 个 向 量 多 是 互 的 共 思 浆 量 ， 因 为 由 4 的 定义 ， 对 日 
的 任意 向 量 e 有 
。 OIL。 


fla, e) 一 (4oo 一 wo，e) =f (Am,, e) 
—f (wo, €) 一 0. 
但 由 于 任何 向 量 者 产生 迷 向 子 空间 , 所 以 a 属于 互 . 因此 ,对 
于 任 稳 这 样 的 变换 4, 存在 五 的 共 恩 向 量 @ 与 不 属于 及 的 疝 


量 wo, 使 得 和 = 下 十 r(2Jwo 4 和 =Yre)E， 这 两 个 公式 . 


就 确定 了 所 求 的 变换 ， 反 之 ,由 这 两 个 公式 定义 的 变换 (其 中 
Wo 不 在 互 上 , @ 是 玉 的 芥 向 量 ), 正好 是 一 个 辛 变换 , 保 
持 卫 的 每 一 向 量 不 变 . 

f(Ax, AY) =f (TF, Y) +7 YF (wT, a) 

十 (JE Y) 二 CD) WF Ca, w) 
~—f (rm, YW) . 

设 2m 一 1 个 向 景 @i 构成 玉 的 一 个 基底 ( 取 @a = 四， 向 
量 ezm 在 玉 之 外 ( 取 ezm 一 Wo); 上 面 的 公式 给 出 丸 =wi@i 十 
mC2m-1， 人) 一 Wam， 攻 4W 的 坐标 为 

1 = 十 Cgrm, 上 2 一 23) oy A om = Tam_1, 
om— Tom,” 

如 上 得 到 的 变换 称 为 超 平面 卫 的 辛 横 堆 . 上 面 的 方程 
考 明 4 的 行列 式 为 1. 

如 果 两 个 向 量 Ye 和 Vo 满足 有 (wo, 0) 天 0， 我 们 可 以 确 
定 一 个 辛 横 截 , 把 we 变 为 yo. 事实 上 , 按 上 面 的 结果 , 超 平面 
及 应 是 go 一 2o 的 共 特 子 空 间 ， 此 超 平 面 不 含 we，4 定义 如 
下 : 

T=h+r(m) wo, AT= ht+r (rm) yo. 


[ 注 ] 注意 ,由 于 @&€ 玉 是 卫 的 共 轿 向 量 , 所 以 了 (@, 8) 一 0， 此 外 ,由 于 x 
—hir(x) xo, Y=kT7rY)To, h, KEH, PM rf x, a9) 一 


7 (0)7 DT (Xo, @) ,7 Wf 0, Y=7 (Pr WT (G, wo) — —7(%)7 (Y) 


*f (Yo, 42) 。 一 一 译 者 注 
03 ， 


9. 辛 群 的 生成 


定理 4 每 个 辛 变换 4 是 有 限 多 个 辛 横 截 的 积 . 

先 假设 对 每 个 wv, 我 们 有 了 (xw，Aw) 一 0 于 是 4 是 对 合 
恋 换 ， 因 为 从 关系 (w+2，4(P+2) 一 0 有 f(x%, 4 一 
7(47:, y) 一 f(Aw，A2Y); 由 于 向 量 4z 任意 ， 故 对 任意 9， 
428 =2, 即 42 一 工 ， 反 之 亦 然 , 从 JP, 功 一 一 上 9， 0) 拉 出 
7(r,， 4z) 一 0. 因此 有 下 列 结论 : 

引 理 1 如 果 对 每 个 有 Te， Ax) 一 0, 则 4 是 对 合 变 
换 ; 反之 亦 然 . 

在 这 种 情形 ， 可 以 考 虚 出 现在 对 合 斑 变换 的 缚 构 中 的 两 
个 子 空间 了 与 玉 =V*. 设 A4#¥T, 则 有 太夫 0， 因 WW 偶 维 , 
并 且 不 是 迷 向 子 空间 ， 所 以 W 内 存在 两 个 向 量 wo 与 Vo, 使 
得 jwo，gVo) 关 0，、 从 Awo= 一 wo 这 就 表明 wmwEW) 推 出 
f(Awo, Yo) 半 0， 所 以 存在 辛 机 截 了 将 4wo 变 成 yo， 同样 ， 
(Wo，wo) 六 0 蕴涵 存在 辛 模 截 T' 将 go 变 成 wo， 由 此 推出 
7"T74 使 wo 不 变 . 

我 们 要 证 明 , 在 一 般 情形 , 这 结果 仍 真 . 

引 理 2 设 4 是 辛 变换 , 则 存在 两 个 辛 横 截 了 与 TZ， 和 使 
得 7"7’4 至 少 保持 一 个 向 量 Ze 不 变 . 

若 4 为 对 合 变换 , 引 理 2 就 是 刚才 证 明 的 性 质 . 知 4 不 
是 对 合 变换 ， 则 由 引 理 1， 至 少 存 在 一 向 量 wo， 使 得 .Fwo， 
Awo) 关 0， 故 存在 辛 横 截 下 将 4wo 变 成 wo 因此 , 积 变换 人 4 
使 wo 不 变 . 

现在 设 B 是 一 辛 变换 , 使 wo 保持 不 变 ， 

a&) 先 设 存 在 yo, 使 得 
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f (oo Yo) #0, f(g10, Byo) +*0. 
则 在 在 辛 模 截 TT; 变 Byo 成 yo， 积 变换 TB 使 不 变 。， 疝 
量 wo 对 这 个 积 变换 也 是 不 变 的 .为 证 明 这 点 , 只 需 验 明 它 在 
辛 横 截 ?3 的 不 变 超 平面 上 , 即 它 是 Byo 一 wo 的 共 红 向 量 . 这 
由 下 面 等 式 推出 ; 
fo，Bzo 一 8o) = 六 Do，B8o) 一 上 (wo， Vo 
一 了 DBzo，DBVgo) 一 (wo，8o) 一 0. 

我 们 刚才 不 仅 就 所 考 赔 的 情形 证 明了 引 理 2， 而 且 得 到 
更 完善 的 结论 : 

引 理 3 和 若 存 在 向 量 Ve 使 得 (wo， go) 关 0，FVo，BVo) 
天 0， 则 存在 辛 横 截 的 积 变 换 , 再 习 以 4 就 使 两 个 向 量 zo, go 
不 变 . 

b) 现在 设 ， 对 于 每 个 满足 jao， Yo) 产 0 的 向 量 yo, 有 
f(yo，Byo) 一 0. 我 们 要 利用 一 个 辛 横 截 ， 它 将 Byo 不 再 变 
成 yo。 而 变 成 Xo 十 Yo， 这 个 变换 了 的 确 存 在 , 因为 

f (Byo, wo 十 8o) =f (Byo, Wo) =—f (Yo, To) 产 0. 
于 是 , 变换 了 TB=0O 把 go 变 成 wo 十 yo, 且 
f (Wo, Oo) =f (Yo, To+Yo) =—=f (Yo, wo * 0. 
而 且 C 使 wo 不 变 , 因为 we 属于 横 裁 TT 的 不 变 赵 平面 ， 后 者 
是 由 于 : 

f (Wo, Byo— Wo—~ Yo) =f (Xe, BYo) — Ff (Xo, Yo) 一 0. 
所 以 两 个 向 量 wo 与 Wo 使 得 : 

f (wo, Yo) 0, FYo, OWo) *0. 
这 是 应 用 引 理 3 的 条 件 , 由 此 有 结论 : 

引 理 设 4 是 任 一 辛 变换 , 向量 ze 和 go 满足 f (wo, 290) 
天 0， 则 存在 辛 模 截 的 积 变换 ， 再 习 以 4 就 使 we 和 go 都 保 
持 不 变 . 
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从 这 个 结论 , 推 证 定理 4 如 次 . 设 书 是 由 wo 与 yo 确定 
的 平面 ， we 与 Yo 对 OO 不 变 且 了 《wo，2Jo) 天 0、 此 平面 不 
是 迷 问 子 衬 间 , 它 榴 共 罗 子 空间 了" 是 它 的 互补 子 空间 ,但 P” 
的 维 数 是 2m 一 2、 变 换 C 使 二 不 变 , 它 在 了" 上 的 限制 是 我 
们 前 面 讨 论 过 的 辛 变 换 ， 如 果 这 限制 是 辛 横 截 的 积 ， 那 么 因 
为 子 空间 的 每 个 辛 模 截 是 的 辛 横 截 的 限制 , 故 定理 得 证 . 但 
通过 关于 m 的 归纳 法 , 可 归结 为 2 维 空间 ， 这 时 引 理 成 立 . 定 

作为 定理 4 的 推论 , 每 个 辛 变换 的 行列 式 都 为 1。 因此 ， 
辛 群 SP(m, 天) 是 特殊 线性 群 SL(n,， KK) 的 子 群 . 


10. 对 称 群 


n% 个 元 素 的 有 限 集合 的 全 体 置 措 所 成 的 群 称 为 对 称 群 
S。 这 是 具有 mn! 个 元 素 的 有 限 群 . 它 可 用 K" 的 线性 变换 实 
现 ; 事实 上 ， 例 如， 考虑 三 个 元 素 的 集合 (wxza， zs)， 置换 
{zi，za，vzej 一 zs， 2a，21} 可 表示 成 ， 


化 3 0 0 1 化 工 
Xa 【和 一 0 1 0 wa | 
T+ 1 0 0 wa 


所 以 , 其 矩阵 表示 的 每 行 、 每 列 都 只 有 一 个 非 零 元 素 ， 即 是 1. 
这 对 任意 % 也 成 立 . 由 此 , 群 5, 可 视 为 正 交 群 的 子 群 ; 这 个 群 
的 旋转 有 ”!/2 个 ， 相 当 于 偶 置 换 , 它们 构成 5 的 子 群 . 交代 
群 4 

[7 中 可 以 找到 对 这 种 群 的 一 个 总 结 性 研究 , 也 介绍 了 群 
表示 论 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 . [8j] 中 可 以 找到 正 交 群 与 西 群 
在 算 子 分 析 中 的 应 用 .最 后 ,将 本 文中 所 涉及 到 的 群 询 表 如 下 ， 
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[i] 
L2] 


[31 
[4] 
[5] 


[6] 


[7]. 


L383] 


On, £) SLin, HD Uln, bY 
| 
| ] 
On, b) 
| SP(n, hb) SU ln, &) 
[ 
和 5 
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练 习 


1. 设 五 是 一 翻转 变换 ， 则 总 存在 一 向 量 0 使 得 Rx== 一 x. 换 


言 之 ; 任何 翻转 变换 的 矩阵 都 有 一 个 特征 值 一 1. 


2. 若 ”% 是 奇数 ， 则 一 个 旋转 变换 恒 具 有 通过 原点 不 变 向 量 转 轴 ， 


换言之 : 当 % 为 奇数 时 , 十 1 是 任 一 旋转 变换 的 矩阵 的 特征 值 . 


3. 证 明 : 正 交 和 矩阵 的 特征 值 , 即 方程 det(4 一 s1) =0 的 根 ， 都 是 模 
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本 1 的 数 , 
. 设 六 与 V* 是 对 合 正 交 变 痪 的 结构 中 出 现 的 子 空间 (定理 2). 
当 pe 2 维 时 , 则 了 是 % 一 2 维 , 我 们 得 到 一 旋转 , 秘 为 轴 六 的 反 向 变 
换 ， 证 明帝 >3 时 , 每 一 旋转 是 反 向 变换 的 积 . 
5. 用 练习 4 的 记号 , 若 了 是 直线 , F* 是 超 平面 , 依 ”的 奇偶 , 我 们 
得 到 旋转 或 翻转 , 称 为 了 轴 的 转 置 . 证 明 ; 若 % 是 奇数 , 则 每 个 旋转 是 转 
置 的 积 ; 若 ”是 偶数 , 则 每 个 翻转 是 转 置 的 积 (n>>3). 


b 
6. 证 明 w~2 时 ,特殊 西 群 的 每 一 矩阵 都 由 4 一 (_。 。 ) 给 出 ,这 
里 复数 4 与 5 满足 a6+65=1. z 
0 一 工 
7. 设 了 是 由 主 对 角 线 上 mm 个 块 ( ， ”。) 组 成 的 2m 阶 方 阵 ,例如 


0 -1i0 0， 


0 oi1 0 
证 明 : 和 矩阵 4 是 辛 和 矩阵 的 充 要 条 件 为 : 
4417 4 一 了 
8. 证 明 : 一 个 变换 4 同时 是 位 变换 与 对 合 变换 的 充 要 条 件 为 ， 
A2?=J, ATJ=JA, 
这 里 J 是 练习 7 中 的 矩阵 ， 
9. 互 二 KK* 中 的 基底 1 e1， 和 3? e3， “ey rn) em(7 二 2m) 经 过 广 变 
换 产生 的 基底 -et Aes (=1, 3，…。， mm) 称 为 辛 基底 . 证 明 : 如 果 x1 与 
x1 是 两 个 任意 向 量 , 使 得 f(x1, x2) 非 零 , 则 存在 一 个 辛 基底 , 它 的 前 两 
个 向 量 是 zi 与 wi. 


3 2 
10. 证 明 : 短 阵 (_。 _1) 是 座机 堆 矩 阵 (m 一 芒 .验证 : -= 


_1 OV 3 /1 O01 2 
( 1 1 是 三 个 六 横 夫 的 积 (，， 全 1 1 


辛 变换 一 I 能 否 只 是 两 个 辛 横 截 的 积 ? 
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第 七 讲 射影 空间 


A.Revus ( 茧 瓦 蒂 埃 理学 院 教授 ) 


“数学 专修 班 ” 的 优秀 生 都 能 正确 使 用 实 射影 空间 ， 甚 至 
复 射影 空间 。 但 是 ， 他 第 一 次 跟 这 些 概念 打交道 ， 几 乎 总 是 
很 苦恼 ; 这 种 苦恼 劲 ， 如 果 拿 我 的 个 人 经 验 来 说 ， 可 能 持续 
很 久 ， 本 文 的 目的 与 其 说 是 要 长 篇 大 论 射 影 空间 的 技巧 ， 不 
如 说 是 想 把 射影 空间 及 其 来 源 空间 的 关系 搞 清楚 ， 从 而 弄 清 
营 恼 的 根源 , 有 助 于 消除 它 . 

无 穷 远 元 素 的 引进 遭遇 到 一 些 困难 ， 这 是 从 自然 数 直到 
复数 相继 扩充 数 的 概念 时 从 未 出 现 过 的 .第 一 个 困难 是 : 这 
些 扩充 的 每 一 个 都 可 以 使 我 们 得 到 被 创造 出 来 的 那些 元 素 的 
新 性 质 , 而 丝毫 也 不 会 失掉 已 有 元 素 的 性 质 ( 从 实数 过 渡 到 复 
数 失 去 有 序 体 的 结构 是 个 例外 ); 反之 ,引进 一 个 (或 两 个 ) 无 
穷 远 元 素 就 几乎 整个 地 毁灭 了 实数 直线 的 代数 结构 对 于 这 
一 点 ， 在 初等 课程 里 表达 得 过 于 简单 了 ， 宣称 “无 穷 大 不 是 
一 个 数 !”* 第 二 个 困难 涉及 扩充 的 唯一 性 问题 对 于 扩充 数 的 
概念 , 这 一 点 是 有 保证 的 (确切 地 说 , 例如 有 下 述 事实 : 包含 自 
然 数 的 极 小 阿 贝 尔 群 (就 加 法 而 言 ) 同 构 于 整数 群 ), 而 对 无 穷 
远 元 素 而 言 , 唯一 性 问题 并 无 保证 .缺乏 严格 的 基础 使 学 生 在 
含糊 的 问题 面前 无 言 以 对 , 例如 下 面 的 问题 : 复 平面 和 解析 几 
何 的 平面 在 有 限 距离 内 是 重合 的 , 那 怎 么 会 一 个 有 无 穷 远 点 ， 
耐 另 一 个 却 有 无 穷 远 直 线 呢 ? 
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1 工 射影 空间 的 定义 


a) 利用 把 一 张 平面 映 成 另 一 张 平 面 的 透视 映射 定义 射 
影 空 间 ， 设 也 与 媚 是 两 张 不 平行 的 平面 ，O 是 一 透视 中 心 . 
有 可 能 出 现 一 些 讨厌 的 例外 : P 上 有 一 条 直线 , 它 的 点 到 没 
有 像 点 ; 已 上 有 一 条 直线 , 它 的 点 了 L' 不 是 了 的 点 的 像 ， 然 
而 , 就 其 余 的 点 而 言 , 在 的 点 用, P' 的 点 到 "以 及 直线 OMM' 
这 三 者 之 闻 存 在 对 应 关系 , 只 要 知道 其 中 任何 一 项 , 男 外 两 项 
便 唯一 确定 . 但 是 在 上 述 两 个 例外 情形 中 , 点 到 或 Mr 中 有 
一 个 是 存在 的 , 而 从 O 点 引出 的 直线 也 总 是 确定 的， 因 此， 
如 果 不 再 着 腿 于 卫 或 P 的 点 ,而 着 服 于 R? 中 从 O 引出 的 直 
线 , 就 可 以 排除 上 述 例 外 情形 ， 为 此 , 我 们 给 出 下 述 定义 , 二 
维 射影 空间 Ps 是 三 维 欧 氏 空间 BR? 中 从 一 点 0 引 的 所 有 直 
线 的 集合 .射影 空间 Ps 中 的 直线 就 是 BR? 中 过 O 点 的 平面 . 

一 般 定义 : 假设 给 了 任何 一 个 体 及 (可 换 或 不 可 换 ) 以 及 
左 向 量 空间 KK"t1, 它 是 wn 十 1 个 及 的 积 空间 ,与 及 上 的 任何 
n 十 1 维 左 宇 向量 空 间 同 构 。 所 谓 及 上 的 % 维 左 射影 空 间 ， 
记 为 P,(K)， 是 指 Ki 中 所 有 齐 次 直线 的 集合 ， 即 KK" 
中 所 有 一 维 子 空间 的 集合 . 

b) 利用 齐 次 坐标 定义 射影 空间 .现在 让 我 们 主要 从 解 
析 的 观点 来 讨论 - 设 Ks 是 n+l 挖 掉 原点 后 的 空间 (指标 
的 位 置 在 下 才 示 KK* ,不 是 维 数 较 低 的 同类 空间 的 积 )， 在 
KK* 1 中 引入 下 面 的 等 价 关系 44，K*4s 中 的 ( 非 零 ) 向 量 m 与 
y 等 价 , 如 果 存 在 非 零 能 tf 玉 , 使 得 y= 

相应 的 等 价 类 就 是 玉 "+: 中 除去 原点 后 的 齐 次 直线 ; 因 


[ 注 ] 成 右 同 量 空间 。 
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此 , 卫 ,( 开 ) 与 商 空间 Kiiz/4 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 所 以 可 以 
把 两 者 看 成 一 样 . 

m1 的 元 素 由 其 坐标 wo, zt， 和 给 定 , 所 以 P,(K) 
的 元 素 由 mw 十 1 个 元 素 zo 和 …:，%w 给 出 ， 这 是 射影 空间 中 
点 的 一 组 “ 齐 次 华 标 , 除了 一 个 因子 不 计 外 是 完全 确定 的 . 


2. 射影 空间 的 结构 


原来 的 向 量 空间 结构 经 过 这 样 处 理 以 后 还 剩 下 什么 呢 ? 
如 果 我 们 从 一 个 群 出 发 ， 考 虑 关于 这 个 群 的 合成 法 则 是 正规 
的 等 价 关 系 , 那么 所 得 到 的 商 结构 仍然 是 一 个 群 : 商 群 但 是 
在 射影 空间 的 情形 , 我 们 的 出 发 点 是 一 个 向 量 空间 , 去 掉 了 和 群 
运算 的 中 性 元 素 , 而 且 , 等 价 关 系 关 于 群 的 合成 法 则 也 不 是 正 
规 的 (rw 等 价 于 ww ，2 等 价 于 2 并 不 殖 含 二 2 等 价 于 十 
VD)， 至 于 纯 量 乘法 ， 由 于 它 使 等 价 类 保持 不 变 ， 所 以 并 不 产 
生 射 影 空 间 中 相应 的 运算 . 

那么 还 剩 下 什么 呢 ?， 让 我 们 想 想 讨论 的 出 发 点 ， 想 想 把 
平面 映 成 平面 的 透视 映射 吧 . 剩 下 的 东西 不 过 就 是 共 线 的 点 
吧 了 . 在 更 一 般 的 空间 中 , 我 们 指出 , 若 近 si 的 2 个 元 素 线性 


无 关 ， 即 Ai 十 … 十 /po0p 一 人 列 含 人 一 入 3 一 … 一 人 5 一 0， 则 与 
04 rp 分 别 等 价 的 2 个 元 素 WI,…', wy 显然 也 线性 无 关 ， 
相应 的 诸 等 价 类 叫做 已 , 的 射影 无 关 点 . 


射影 线性 徐 设 p 是 把 下 m4z 映 成 ,的 标准 映射 对 于 
FK* ,4 的 每 一 元 素 ,相应 的 p(w) 是 它 的 模 4 类 .上 我 们 总 是 
把 K%yz 中 的 “线性 对 象 ” 关 于 9g 的 像 定 义 为 “射影 对 象 ”, 例 如 ， 
2 维 射 影 线性 驴 就 是 玉 *)z 的 p 维 子 空 间 术 ,的 标准 像 p (9). 
由 此 推出 ,车 已 , 的 2 个 点 射影 无 关 ， 则 含有 它 的 最 小 射影 线 
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性 得 是 2 一 工 维 的 . 

射影 空间 的 公理 化 ”射影 空间 中 射影 无 关 的 概念 恰好 是 
可 以 从 它 出 发 构造 射影 空间 理论 的 唯一 概念 . 这 一 后 Lesieur 
给 出 了 一 个 极 好 的 表述 , 此 处， 他 还 用 序 等 移 的 请 言 定 义 了 元 
关 性 圭 妃 . 

上 面 的 说 明基 于 下 述 事实 : Ps(B) 的 所 有 射影 线性 簇 , 例 
如 空 集 与 全 空间 Pa (已 ) 都 算 在 内 , 按 包 含 关 系 确 定 的 序 关 系 ， 
构成 一 个 格 , 这 就 是 说 : 给 了 两 个 徐 4 与 B, 则 所 有 含 于 和 4 与 
B 的 簇 中 存在 一 个 最 大 的 簇 , 记 为 inf(4, B), 或 40 门 B, 称 为 
4 与 B 的 交 ™:3 所 有 包含 4 与 已 的 复 中 存在 一 个 最 小 的 篮 ， 
记 为 supL4，B) 或 4UB, 称 为 4 与 妃 的 和 党 2， 格 有 最 小 
元 素 , 即 是 空 集 , 也 有 最 大 元 素 , 即 是 全 空间 . 

于 是 , Lesieur 提出 如 下 公理 : 

1 射影 空间 的 线性 艇 构成 一 个 格 , 这 个 格 有 最 小 元 素 0 
与 最 大 元 素 1。 序 关系 记 为 4<B， 可 以 读 作 , 4 图 于 B, 或 
超过 4， 羡 住 0 的 元 素 称 为 点 

II 震 点 了 不 阁 于 艇 B, 则 BUP 盖 住 B. 

LIU 任何 一 个 人马 4 关 0 所 超过 的 点 的 集合 非 空 ， 并 且 4 
是 其 中 有 限 多 个 点 的 各 . 

于 是 , 无 关 性 的 概 表 述 成 : mn 十 1 个 点 是 相关 的 , 如 果 其 中 
至 少 有 一 个 点 园 和 于 其 余 妈 个 点 的 和 中 .相反 的 情形 则 称 为 无 

[ 注 1] L. Duoreil Jacotin, L.Lesieur, ER.Croisot,<Th6orie des Treillis>, 
Paris, 1953, op 249~371. 

{ 注 2] “ 交 ” 原 则 上 是 指 寿 论 中 的 交 , 不 过 现在 加 集 论 中 的 交 一 致 ;只 票 把 
敌视 为 它 所 包含 的 点 的 集合 即 可 。 但 和” 则 是 烙 论 中 的 运算 ， 在 
这 里 是 与 集 论 中 的 并 集 个 同 的 . 

[ 注 元素 a 盖 住 另 一 个 元 素 b 如 果 6 严格 大 于 0, 并 且 a 与 2 之 间 不 
存在 任何 元 素 。 
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我 们 指出 , 如 果 无 关 点 的 和 是 一 个 能 , 则 点 的 个 数 只 依赖 
于 这 个 艇 ， 而 不 依 束 于 所 选 的 无 关 点 ， 即 使 有 很 多 可 能 的 选 
择 ， 这 个 簇 的 维 数 就 是 无关 点 的 个 数 减 一 . 

车 % 是 全 空间 ( 格 的 最 大 元 素 ) 的 维 数 , 则 n 一 1 维 簇 称 为 
起 平面 . 

于 是 有 下 面 第 四 个 公理 . z 

IV 若 4 不 团 于 超 平 面 互 , 则 .44 盖 住 40n 忌 .这 是 工 
的 对 偶 公 理 ( 车 颠倒 格 的 序 关 妹 , 就 是 正 ). 

这 四 条 公理 有 一 个 重要 的 推论 ， 就 是 簇 的 维 数 满足 下 述 
恒等式 

d(AUB)+dCcANB) =d(4) +d(B). 

正 是 从 这 些 最 简单 的 概念 出 发 ， 使 理论 逐步 充实 以 新 的 
公理 , 就 能 从 新 建立 起 古典 的 射影 几何 , 甚至 仿 射 几何 . 

现在 我 们 要 抛 开 公理 的 观点 ， 提 出 这 种 观点 只 是 为 了 强 
调 射影 空间 理论 的 实质 , 以 及 这 种 观点 产生 的 理论 的 优美 . 


3. 射影 映 射 注 ] 


设 有 同一 个 体 玉 上 的 两 个 映 影 空间 P 与 P,， 维 数 分 别 

为 m 与 % 它们 是 从 除去 了 一 点 的 向 量 空间 K%y 与 tw 出 

发 定义 的 . 又 设 g 与 小 是 标准 映射 , 分别 把 及 %+1 映 成 Pm 把 

开 :- 映 成 P,， 对 于 把 Km" 映 入 K"+《m<n) 的 任何 单 值 线 

性 映射 ,我 们 可 以 “ 求 商 ”相应 地 得 到 一 个 射影 映射 9, 把 Pm 
映 入 P。,g 由 下 列 等 式 定义 ， z 

[ 注 ] 这 里 简称 为 射影 映射 的 概念 ， 就 是 通常 所 说 的 射影 线性 映射 。 因为 

我 们 只 考 志 这 种 映射 , 故 不 致 混 清 . 
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g°p—w°f 
这 些 肌 射 适合 下 列 图 表 : 


KR > Kr1 
9 g 多 
P» > 了 

Pn 的 一 点 是 民 %41 的 一 条 “直线 ”对 于 wp 的 像 , 该 直线 对 于 
了 的 像 是 ,si 的 直线 , 它 对 于 由 的 像 是 PP 的 点 ， 按 定义 此 
点 就 是 ww 对 于 g 的 像 ，Pw 的 2 维 射影 艇 是 K%i1 的 p 维 
( 挖 去 O 的 ) 向 量子 空间 对 于 9 的 像 ， 由 此 推出 ， 射 影 徐 对 于 
射影 映射 的 像 是 同样 维 数 的 射影 篮 . 

推广 : 半 线 性 映射 .可 以 将 上 述 理论 推广 到 一 般 情形 , 其 
中 射影 空间 是 定义 在 两 个 不 同 但 却 同 构 的 体 玉 与 肥 ' 上 . 设 
go 是 KK 与 K' 之 间 的 同 构 映射 , 和 "是 入 EK 在 KK' 中 的 像 . 
于 是 ， 所 考虑 的 就 是 与 同 构 喘 射 o 相应 的 半 线 性 映射 ， 它 
把 太 上 的 右 向 量 空间 吾 映 入 K' 上 的 右 向 量 空间 如， 即 对 
任何 w, yE 如 和 NEK 有 

f THY) = Rm) + DY), FOEN) = (8). 

如 果 了 是 一 一 的 ， 则 如 上 求 商 由 了 导出 的 映射 称 为 相应 
的 射影 空间 之 间 的 射影 映射 . 

现在 我 们 可 以 在 最 一 般 的 形式 下 陈述 并 证 明 射 影 几 何 的 
基本 定理 . 

定理 设 召 与 8B 分 别 是 体外 与 K' 上 的 两 个 右 向 量 
空间 , 具有 相同 的 维 数 nm; 了 与 P' 是 相应 的 射影 空间 . 如 果 
存在 把 了 映 成 P' 的 一 一 上 映射 gy， 使 得 卫 的 任意 共 线 三 点 的 
像 是 P' 的 共 线 三 点 , 又 车 mn 之 3, 则 有 : 

1) 与 KK' 同 构 ( 用 oa 表示 同 构 映 射 )， 
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2) g 是 射影 映射 , 由 一 个 与 o 相 应 的 把 古 映 成 如 ' 的 一 
一 半 线 性 映射 了 求 商 而 得 ， 

注意 , 定理 的 结论 有 力 地 确认 了 前 面 提出 的 观点 . 射影 空 
闻 理 论 的 实质 包含 在 无 关 点 的 概念 中 . 

证 明 叶 我们 用 ww 表示 PP 的 点 , 它 是 召 的 点 w 的 标准 
像 (对 于 如 ,，P',K' 有 类 似 的 记号 ). 

1 了 维 庆 六 的 像 g9(7) 是 p 维 驴 . 设 @K(l1<i<p+1) 
是 生成 六 的 射影 无 关 点 组 ; 由 于 共 线 点 的 像 仍 共 线 ， 所 以 
9 广 ) 含 于 9(a 天 ) 生 成 前 簇 普 内. 但是, 另 一 方面 , 由 9(P) 
一 卫 ' 推出， 无 关 点 组 的 像 仍 是 无 关 点 组 : 事实 上， 假设 诸 
9g (KK) 不 是 元 关 的 , 则 将 诸 (1<o<p 十 1) 扩 充 成 召 的 一 个 
基底 1， p42 Gn 像 9g(GiKK) (1<i<<n) 就 张 成 
一 个 维 数 二 mn 一 1 的 艇 ， 这 簇 应 该 合 有 了 '， 因 为 g(P) 一 书 ， 
但 这 是 荒 廖 的 , 因为 4(ZP') 一 mn 一 4. 于 是 g(V)==V'， 否则 六” 
含有 形 如 g(a 尺 ) 的 元 素 , 这 里 QaK 与 aK (1 <6<wp 十 1) 射影 
无 关 . 由 乒 与 玉生 成 的 伴 r 有 维 数 p-+1l, 于 是 它 的 像 含 
于 维 数 为 p 的 六 中， z 

2” 太 与 太 同 构 、 设 (ey (1<i<n) 是 如 的 一 个 基底 ， 
eK ,，@asK 与 eK 是 PP 的 点 ,Ce1K', es2K' 与 @nK' 是 这 些 点 
关于 9 的 人像。 由 1° 推 得 ，e1, ez 与 @ 在 吾 中 线性 无 关 . 设 
DD 是 eK 与 es 天 生成 的 射影 直线 ， 刀 是 它 的 像 了 是 DD 与 
enK 生成 的 射影 平面 , 7" 是 它 的 像 . 了 中 不 在 D 上 的 每 一 点 


可 唯一 地 写成 (e@oi 十 e202 十 2E) 及 ， 因 此 ,我们 可 以 把 在 了 


中 的 补 子 空间 与 了 上 由 ez, es 生成 的 右 向 量 空间 上 等 同 (D 取 
作 无 穷 远 喜 线 ) 。 怒 中 与 刀 不 同 的 每 一 条 射影 直线 相当 于 工 


[ 注 ] 作为 证 明 ， 我 们 引用 J. Dieudonné6, «La Geometrie des Groupegs 
Olassiques», Berlin, 1955, 
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的 一 直线 ,了 7 的 两 条 直线 在 D 上 相交 ， 各 被 对 方 分 成 两 条 直 
线 ， 其 中 一 条 由 男 一 条 平移 而 得 (这 两 条 直线 称 为 平行 言 线 ， 
也 可 通过 “位 似 ” 由 一 条 得 到 另 一 条 ). 六 在 到 中 的 补 子 空间 
与 el 和 es 生成 的 向 量 空间 上 之 间 也 可 作 类 似 的 等 同 ， 于 
是 , 对 于 映射 9 相应 地 有 一 个 把 工 映 成 的 一 一 映射 把 
每 一 条 直线 变 成 直线 , 把 两 条 平行 直线 变 成 直线 , 并 且 w(0) = 
0, wle1) 一 el, u(e2) =e2。 因此， 通过 在 工 中 构造 平行 直线 ， 
由 K 的 两 个 元 素 g ，B 出 发 ， 容 易 得 到 元 素 w+T6 与 wB， 它 
们 和 是 由 ei 生 成 的 直线 上 的 点 的 横 坐 标 ( 见 图 工 与 2). 由 于 vw 保 
持平 行 性 不 变 , 若 令 (e846) 一 e16"， 显 然 可 见 ， 映 射 :一 2 是 
把 KK 映 成 及 的 一 一 上 映射, 并 保持 和 与 积 不 变 , 这 就 是 所 求 的 
同 构 映射 ， 


图 2 
38° g 是 射影 映射 。 联结 et 与 ext 的 直线 在 五 中 平行 
“115. 


于 联结 e 与 es 的 直线 , 故 有 w(ex) 一 e 疆 "， 另 一 方面 , 万 的 
点 edia 十 eaG 是 过 Bsa 与 eaG 各 引 es 与 @1 的 平行 线 而 得 的 ， 
故 世 有 
&U(eiE 十 em) 一 lg 十 em ， 

即 %% 是 对 应 于 oo 的 一 一 半 线 性 映射 , 把 工 虫 成 二. 

上 述 论证 对 于 了 的 任何 一 对 点 eKK, esK 也 成 立 . 若 用 
4 表示 对 应 于 c 的 一 一 半 线 性 上 映射， 使 得 2(e? 一 @:, 天 表示 
相应 的 把 卫 映 成 PP 的 射影 映射 , 则 hrTog 是 把 PP 里 成 自身 的 
映射 , 它 把 每 一 直 绥 变 成 直线 , 并 使 联结 两 点 @KK【、ej;KK 的 直 
线 上 的 各 点 不 变 ， 这 是 一 个 恒 等 变换 . 故 有 9g 一 %. 

注 mw=2 时 , 定理 不 真 . 在 区 = 了 KK' = 上 的 情形 下 ,射影 
变换 的 特征 是 保持 两 方 比例 不 变 . 


4. 射影 空间 的 拓扑 结构 


若 向 量 空间 恕 具有 拓扑 结构 , 则 求 商 立即 得 到 相应 射影 


空间 的 拓扑 结构 , 实 射 影 空间 或 复 射 影 空间 ( 即 定义 在 实数 体 
或 复数 体 上 的 射影 空间 ) 就 是 这 样 得 到 的 . 

作为 结束 ,我们 引述 下 面 的 重要 结果 : PCR) 辣 胚 于 把 对 
径 点 粘 合 起 来 的 球面 8,; P,《B) 同 肛 于 把 边界 球面 S。: 的 对 
径 点 粘 合 起 来 的 球体 B ,BR) 是 紧 臻 连通 空间 . 
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第 一 编 拓扑 结构 
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第 一 讲 ” 数 直线 及 其 基本 拓扑 性 质 


G. Ohoquet ( 索 尔 本 大 学 教授 ) 


ml 


1. 引 


一 般 拓 扑 学 是 由 于 天 们 关心 没有 解析 天 达 式 的 消 数 ， 感 
到 有 必要 对 连续 函数 给 以 精确 的 定义 时 应 运 而 生 和 的 。 今天 ， 
我 们 仍然 可 以 说 , 一 般 拓 扑 学 在 于 研究 收敛 与 连续 的 概念 . 
实数 集合 BB 是 第 一 个 定义 了 这 些 概 念 的 集合 ,不 论 就 理 
论 研究 还 是 就 应 用 而 言 ,现在 也 仍然 是 最 重要 的 集合 ， 
本 文 要 讨论 的 正 是 忌 的 定义 及 其 拓扑 结构 . 


2. 集合 RB 是 交换 群 , 全 序 集 , 连续 集 


在 讨论 五 的 拓扑 结构 之 前 , 我 们 先 回 顾 它 的 基本 性 质 ， 
确切 说 , 我 将 把 忆 定 义 为 具有 这 些 基本 特性 的 代数 结构 与 序 
结构 的 集合 . 

定义 1 集合 G 是 一 个 全 序 交 换 群 , 如果 ， 

1) G 具有 一 个 内 运算 , 记 为 十 . 使 得 G 成 为 交换 群 

2) G 具有 一 个 全 序 结构 , 记 为 <; 

3) 上 述 加 法 与 序 关系 是 相 容 的 ， 即 对 每 个 2, a<5 草 池 


gw 十 和 委 0 十 &， 


» 117，。 


显然 , 关系 5 和 5 等 价 于 0< (一 四 )， 

例子 ”全 体 整 数 的 集合 2; 有 理 数 集 Q@， 实 系数 多 项 式 
p(w) 的 集合 了 ,其 中 序 关 系 是 ， 若 ps 一 pi 的 最 低 次 项 的 系数 
0, 则 p91 过 ps. 

定义 名 全 序 集 召 是 连续 的 , 如 果 : 

1) 也 的 每 个 开 区 闻 (&, 5) 至 少 合 有 一 点 ( 故 也 含有 无 限 
多 点 ). : 

2) 互 的 每 个 有 上 界 的 子 界 三 都 有 一 个 上 确 界 呈 、 

整数 集 2Z 满足 性 质 2), 但 不 满足 1)。 有 理 数 集 Q@ 正好 
相反 . 

当 马 已 定义 时 , 可 以 证 明 肪 的 每 个 子 区 间 是 连续 的 . 同 
样 ， 令 恕 是 偶 对 (a, 中 的 集合 ， 这 里 na& [0, 1], 5E€ [0, 1]; 
定义 序 关 系 如 下 ;. 

(a, 了) 忆 (@', 05) 营 g<a' 或 者 a=w, 5<5， 则 全 序 和 集 
五 是 连续 的 . 

易 知 , 若 媚 连 续 , 则 乃 的 每 个 有 下 界 的 子 集 具有 一 个 下 
确 界 , 它 就 是 不 的 下 界 集合 的 上 确 界 . 

我 们 将 看 到 , 在 同 构 的 意义 下 , 定义 1 与 2 使 集合 具有 了 唯 
一 结构 .准确 说 , 我 们 有 : 

定理 1 设 Q 与 9 是 两 个 连续 的 全 序 交换 群 ,每 一 个 合 
有 的 元 素 都 不 止 一 个 ， 则 对 任意 的 4E€G, cc<G，c>0， 
之 0， 在 在 唯一 一 个 把 GB 上 映 入 GF 的 增 表 示 了 只 2 ， 使 得 
f(a) 一 gw 当 a' 关 0 时 , f 是 同 构 ; 当 w =0 时 ， 对 所 有 2 有 


[ 注 13 ”如果 对 每 个 EX， 有 2< 和 0) 就 说 4 是 及 的 上 界 。 如果 蕊 的 所 有 上 
界 中 有 一 个 最 小 的 ,这 个 最 小 上 界 称 为 节 的 上 确 界 。 同样 定义 下 界 
与 下 确 界 的 概念 。 

[ 注 2 即 f YT) 一 f(D TD (TEDSF DD) ED 
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f(z) =0, 

当 ca 和 0 时, 把 “ 增 ” 字 改 为 “ 降 " 字 , 可 得 类 似 结 果 . 

这 个 定理 的 证 明 是 模仿 确立 指数 存在 的 经 典 初 等 证 明 . 

首先 证 明 G( 以 及 G) 的 每 个 区 间 都 具有 一 个 中 心 ， 由 此 
可 定义 G 的 元 素 (p/2")6 的 集合 4 集合 4 在 G 上 处 处 再 
密 "9，j 在 4 上 的 定义 是 /( 妥 oj-= 芭 然后 将 
扩张 至 整个 4, 

注 设 f 与 9 是 把 G 映 入 G' 的 两 个 单调 表示 ， 是 
h(a\ = 了 (wz) 十 g《w) 定义 的 映射 。， 刻 显然 是 一 表示 。 另 一 方 
面 ， 如 果 h(q) 之 0 (gc>0)， 则 对 4 的 每 个 元 素 wz0 也 有 
h(x) 之 0, 于 是 对 所 有 的 x, h(%) 宕 0, 

因此 , 把 G 映 入 G7 两 个 单调 表示 的 和 仍 是 单调 表示 ; 准 

确 地 说 , 这 些 表 示 构 成 一 个 群 , 并 与 OF’ 同 构 . 
: 表示 群 的 存在 

”定理 1 是 基本 的 , 因为 它 表 明 , 除去 同 构 不 计 外 , 所 研究 
的 群 是 唯一 的 ， 不 过 它 没有 建立 群 的 存在 性 ; 有 种 种 方法 证 
明 这 个 群 的 存在 . : 

例如 ，G 是 无 限 十 进 制 展开 的 集合 ， 具有 通常 的 加 法 ; 这 
钊 方法 的 弱点 在 于 ; 必须 取消 从 某 一 位 开始 只 售 g 的 展开 .对 
二 进 制 展开 亦 然 ， 

更 古典 的 方法 是 从 有 理 数 或 二 进 制 右 理 数 所 成 有 序 交 鬼 

群 @ 出 发 ,利用 局 西 序列 方法 或 误 德 金 分 割 方法 使 完 针 化. 
下 面 介绍 一 种 比较 方便 的 分 割 方 “， 排 除了 存在 三 类 分 
制 的 县 烦 ， 
序 加 群 @ 的 任何 非 空子 集 。 称 为 @ 的 起 端 , 如 果 ， 


[ 注 ] 即 9 的 每 个 非 空 开 区 闻 都 含有 总 的 把 。 


1) Z<y 和 2%Es 葛 涵 wEs; 

2) s 不 合 最 大 元 素 , s@Q. z 

例如 ， 对 于 每 个 a€Q， 满 足 %<a 的 集合 s4 就 是 一 个 起 
端 . 

设 S 是 所 有 起 端的 集合 ; 包含 关系 在 S 中 定义 一 全 序 关 
系 ， 这 关系 是 连续 的 ， 因 为 任意 多 个 起 端的 并 集 也 是 一 个 起 
端 , 否则 就 等 于 Q. 

在 SS 上 定义 加 法 如 下 .; 

$1 十 82 = (zi 十 Za) 的 集合 ， 这 里 VE Ta 8B. 

于 是 5S 在 上 面 的 序 关系 与 加 法 下 构成 一 个 连续 的 全 序 
交换 群 , 含有 一 个 处 处 稠密 的 子 群 , 这 个 子 群 同 构 于 Q, 辣 构 
对 应 是 a->so《a E QR), 一般 就 将 这 子 群 与 @ 等 辣 . 

我 们 就 是 要 把 集合 S 叫做 数 直 线 五. 


3. 上 的 体 结 构 


在 刚才 定义 的 数 直线 肪 上， 现在 还 只 有 单独 一 个 运算 . 
加 法 ; 此 外 , 还 可 在 书 内 定义 乘法 . 为 此 , 只 和 需 把 其 处 处 稠密 
的 子 集 Q 上 已 有 定义 的 屁 法 扩张 至 只 即 可 ， 这 种 构造 是 经 
典 的 . 

但 是 ， 我 们 要 使 用 另 一 种 方法 ， 它 基于 定理 1 特别 著 上 服 
于 乘法 的 特性 ， 把 乘法 视 为 一 种 运算 在 这 点 上 和 其 些 初等 方 
法 比较 接近 . 

定义 3 集合 区 称 为 全 序 交 换 体 ， 如 果 下 具有 交换 体 
的 结构 , 以 及 与 的 代数 结构 相 容 的 全 序 结 构 ( 用 < 表示 )， 
即 ， 

1) ga<b 药酒 对 每 个 2 有 caw<5+w 
,120 . 


2) 0 入 ac 与 0 和 5 获 池 0<ab. 

我 们 用 天; (相应 地 KK1) 表 示 K 中 z>0(>0) 的 集合 . 

定理 2(《 存 在 性 与 唯一 性 ) 设 G4 是 连续 的 全 序 交 换 群 
《用 加 法 记号 ), 则 对 G 的 每 个 元 率 e>0, G 都 有 唯一 一 个 体 
结构 , 使 得 它 的 加 法 就 是 G 的 加 法 , 它 的 单位 元 是 e 并 且 

(人 ,0<a,， 0<b 蕴涵 0<zB. 

这 个 体 是 交换 的 . 

我 们 假设 了 ee>0. 因为 在 全 序 体 中 ,每 个 平方 2 之 0; 因 
此 , 若 。 是 单位 元 , 则 = 一 6 盖 0. 

唯一 性 设 G 具 有 满足 上 面条 件 (14 的 体 结构 ， 用 zy 表 
示 3» 与 9 的 乘积 . 

设 a>0 是 的 一 个 元 素 ， 由 zhH>a2a 定义 的 映射 了 是 把 
群 便 映 成 自身 的 同 构 ， 不等式 (1) 表明 ,，f 是 增 表 示 ; 而 /Ce) 
ga， 因此 ， 册 定理 1, 这 个 映射 f 出 &, 。 以 及 的 群 结 构 完 
全 确定 . 

车 gc<0. 有 同样 结论 ， 因 为 在 任何 体 中 ，az = 一 《一 0 0 
故 乘积 az 由 4@, e, G( 及 2) 完全 确定 . 

换言之 , 阁 在 9 上 存在 满足 条 件 (1) 的 体 结 构 ， 则 它 完全 
由 单位 元 的 选取 人 确定 ， 

存在 性 . 剩 下 要 证 明 ，G@Gf 的 确 有 这 样 的 体 结构 ， 并 且 这 
个 体 是 交换 的 . 

上 面 的 证 明 , 启发 我 们 把 乘积 az 定义 成 z 对 于 把 。 变 成 
4 的 增 表 示 或 降 表示 的 像 ， 确切 地 讲 , 就 是 令 ov = fo(%)， 

现在 证 明 , 有 了 如 上 乘法 G 就 成 为 有 序 交 换 体 ; 

1) Jo°fo 是 单调 表示 . 

因为 , fu(fo(e))=f6(5) =00, 所 BL faofo=fo. 

由 此 推出 fo(f5(0)) 二 fov(c)， 故 albc) 一 (a5)c， 换 句 话 
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讲 , 滋 积 是 结合 的 | 

2) 因 f。 是 恒 等 映 射 ， 故 对 于 每 个 ?， 有 eb==b; 另 一 方 
面 , 0e 一 2 ,所 以 是 单位 元 . 

3) 对 每 个 4% 二 0, 疡 是 把 G 映 成 G 的 同 构 上 映射 ， 故 存在 
元 素 w ,使 得 六 (e) =e, 因 此 有 ac 一。 这 蕴涵 wa 一 6 因为 ， 
如 果 ec 一 2 则 aq’g=aw 好 4=au， 从 而 4%=e( 因 fo 是 一 一 
的 ). 

换 句 话 讲 , 4 其 有 逆 元 素 . 

4) 关系 fo(z 十 9) 二 fu(2) 十 fo() 成 为 

bf(2 十 9) 一 1 十 Cg 
今 再 证 明 
(gi+o ) w= art ow. 

事实 上 ,映射 nm-> (4 十 a vw 就 是 foro 映射 x 一 az+a'w 是 
两 个 单调 表示 fo 与 fo' 之 和 ,根据 上 面 的 注 , 也 是 一 个 单调 表 
示 , 用 g 表示 . 因为 映射 fy 与 9 在 点 。 取 同一 值 , 故 它们 
相同 . 

所 以 我 们 证 明了 乘法 对 加 法 的 分 配 律 . 

上 面 证 明 的 乘法 性 质 表 明 , 这 个 乘法 在 上 确定 一 个 体 
第 构 ， 下面 证 明 这 个 体 是 交换 的 . 

5) 为 此 , 只 需 证 明 英 射 v 一 aa 与 wm>ca 恒 间 例如， 设 
2>0， 第 一 个 映射 是 fo, 设 mw 为 第 二 个 有 映射 ， 已 证 (z 十 6 
二 wa 十 yw; 另 一 方面 ,对 每 个 z 关 0 有 wa 之 0, 故 9 为 单调 表 
示 。 因 go(e) 一 fo(e), 故 得 po 一 fo. 

6) 最 后 , 注意 , 关系 0<a 与 0<w 蕴涵 0 入 az， 于 是 定理 

礁 论 设 到 与 天 是 两 个 连续 的 全 序 交 换 体 ， 则 存在 把 
K 中 成 天 的 唯一 的 增 同 询 上 映射 . 
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这 个 同 构 上 映射 就 是 把 有 序 加 法 群 及 映 成 有 序 加 法 群 K? 
的 同 构 映 射 ,把 及 的 单位 元 映 成 到 ' 的 单位 元 . 

体 丸 根据 上 面 的 推论 ， 我 们 可 以 把 任何 连续 的 全 序 交 
换 体 叫做 实数 体 ， 不 过 我 们 还 是 把 这 个 名 称 留 给 使 加 群 B 
的 乘法 单位 元 为 e 二 1 的 那个 体 . 

指数 与 对 数 集合 丽 对 于 习 法 是 连续 的 全 厚 畔 所 以 
根据 定理 1, 同 移 于 加 群 . 

把 瑟 映 成 局 并 满足 (DD) ==4 的 单调 间 构 映射 J/， 称 为 
以 a 为 底 的 指数 ， 逆 映射 :是 以 & 为 底 的 对 数 ; 这 两 个 映射 
当 4>>1 时 是 增 映 射 , a1 时 是 降 映射 . 

从 忆 与 成 的 同 构 推 知 Ri 的 每 个 元 都 是 平方 , 这 使 上 
述 推 论 变 得 很 确切 ， 事 实 上 , 设 了 是 一 把 KK 映 成 KK’ 的 代数 

表示 后) 对 每 个 之 0, 有 zy3 故 f (w) = (9?) = (f(y))?>0， 
所 以 了 是 增 表 示 ， 这 是 一 个 增 同 构 , 除非 对 每 个 f(z) = 0. 

特别 , 对 把 体 及 有 鼎 入 自身 的 任何 代数 表示 了 ,对 每 个 2 有 
f(w) =w, 否则 对 每 个 2 有 (x) =0. 


4. 开 集 , 闭 集 , 点 的 邻 域 


我 们 刚才 对 BR 的 代数 结 宰 与 其 序 结 沟 之 间 的 人 村 论 ， 可 能 
使 人 以 为 ， 弄 清 这 关系 是 定义 和 研究 BR 的 拓扑 结构 所 必 不 可 
少 的 ， 我 们 将 看 到 , 根本 不 是 这 么 回 事 , BR 的 拓扑 结构 可 以 只 
从 序 关系 出 发 来 定义 ， 这 就 让 人 猜测 ,任何 全 序 集 的 拓扑 结 
构 都 可 以 用 类 似 方法 来 定义 ， 我 们 可 以 很 容易 验证 情况 正 是 
如 此 、 

五 中 的 开 区 间 是 指 任何 形 如 (4,，8) @<8)，( 一 co, @)， 

4 往 J 即 不 预先 假设 了 是 增 青 示 ，。 
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(e+ co) 的 集合 , 以 及 且 和 中， 这些 集合 的 定义 是 加 知 的 ， 
只 需 用 到 刀 上 存在 序 关系 . 

易 见 ,两 个 开 区 间 的 交 仍 是 开 区 间 . 

定义 4. 的 于 集 4 称 为 开 入, 如 果 它 是 一 族 (有 限 或 无 
限 多 个 ) 开 区 间 的 并 集 . 

也 可 以 这 样 定义 开 集 4, 如 果 对 每 个 2€ 4, 存在 一 个 包 
合 2 的 属于 和 4 的 开 区 间 . 

容易 推出 下 列 性 质 ， 

0:， 任 何 (有 限 或 无 限 多 个 ) 开 集 的 并 集 仍 是 开 集 

0s， 任 意 有 限 多 个 开 集 的 交集 仍 是 开 集 ， 

0。。 卫 与 由 是 开 集 

性 质 01 与 0。 是 明显 的 ，Os 由 如 次 性 质 推出 ， 任 意 有 限 
多 个 开 集 的 交集 仍 是 开 集 . 

从 定义 还 可 推 得 ， 每 个 开 区 间 都 是 开 集 . 

注 “元 限 多 个 开 集 的 交集 未 必 是 开 集 ， 例 如 ， 开 区 间 
(- 革 ,三 )@=L 2 …) 的 交集 是 一 点 集 {0}, 这 不 是 开 集 . 


VA 
定义 5 当 有 的 子 集 4 的 补 集 是 开 集 时 , 称 4 是 闲 集 , 
使 用 如 下 对 偶 公式 . 
C4) -MN O04), OMNAY) ~ (O04), 
从 性 质 O41，0s 与 0s 立即 推 得 闭 集 的 对 个 性 质 : 
本 ， 任 间作 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 
Fs， 任 意 有 当 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ， 
Fs， 与 有 是 闭 集 . 
六 年 的 例子 1 每 个 闭 区 间 [w, 9] 是 闭 集 ; 事实 上 ， 它 
的 补 集 是 开 区 闻 ( 一 co, 4) 与 (3， 十 oo) 的 并 集 . / 
2) 任意 有 限 多 个 六 区 间 的 并 集 是 闭 集 ( 因 此 ， 特 别 有 每 
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个 有 限 集 是 闭 集 )、 
3) 闭 集 的 一 个 著名 例子 是 康 托 的 三 分 集 ， 用 递 推定 义 
4 1 一 [0, 11; 4 一 [0 言 |U[ 科 ,1 44s 是 从 组 威 妈 的 


每 个 闭 区 闻 中 涂 去 中 间 三 分 之 一 那个 开 区 间 得 到 的 集合 ， 每 
个 4, 都 是 闭 集 ; 要 求 的 康 托 三 分 集 4 就 是 这 些 4, 的 交集 . 

容易 证 明 ，4 是 L0， 匡 中 按照 三 进位 计数 法 其 展 式 只 含 
有 数字 0 与 2 的 那些 集合 

稍 后 ， 我 们 要 用 育 点 的 概念 对 闭 集 的 特点 给 出 一 个 有 趣 
说 明 . 

定义 6( 邻 域 的 定义 ) “是 再 的 一 点 , 忆 的 子 集 六 称 为 
vw 的 倒 域 , 如 果 太 含有 一 个 包含 的 开 集 . 

换 名 话说， 如 果 矿 包含 一 个 含有 ww 的 开 区 间 , 『 就 是 
的 邻 域 . 

例如 ， 任 何 开 集 4 都 是 其 中 每 一 点 的 邻 域 ， 反之 , 任何 
集合 4, 如 果 是 其 中 每 一 点 的 邻 域 , 它 就 是 开 区 间 的 并 集 , 所 
以 是 开 集 .因此 开 集 与 邻 域 的 概念 是 互通 的 . 

下 面 是 请 中 点 的 邻 域 的 简单 性 质 . 

大:，2 的 每 一 邻 域 会 有 2， 

了 >， 包含 2 的 一 个 邻 域 的 任 一 集合 仍 是 w 的 一 个 邻 域 . 

六 s。，2 的 两 个 令 域 的 交集 仍 是 z 的 一 个 邻 域 . 

访 ，w 的 每 个 邻 域 广 都 包含 4% 的 田 一 邻 域 玉 ， 和 使 得 访 

的 每 一 点 以 六 为 邻 域 . 
Ys， 有 B 的 两 个 相 异 点 4 与 a 有 两 个 互 不 相交 的 邻 域 六 
与 大. 

性 质 Vi, 三。 7 是 明显 的 . 为 证 明 ss， 只 需 取 含 有 2 

并 含 于 六 的 开 集 作为 矿 即 可 . 
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为 证 明 Vs， 设 o<w， 3 在 “与 a 之 间 ， 于 是 只 须 取 
耿 一 (一 <o, 5), 与 ~ (6， 十 co) 即 可 证明 直线 上 的 点 列 至 
多 只 能 收敛 于 一 个 点 , 正 是 利用 了 人 性质 Vs 

集合 的 接触 点 与 聚 点 

设 4 是 有 尺 的 子 集 ,2EBR 

如 果 = 的 每 个 邻 域 至 少 含有 4 的 一 个 点 ,就 说 2 是 4 的 
接触 点 . 

如 果 的 每 个 邻 域 至 少 含有 的 一 个 异 于 “的 点 ， 就 说 
2 是 么 的 节点 . 

聊 句 话 讲 , 是 4 的 接触 点 相当 于 zxE 或 者 是 到 的 

聚 点 ， 
”容易 验 明 , 车 2 是 4 的 来 点 , 则 的 每 个 邻 域 含有 4 的 
多 个 点 . 
4 的 一 个 点 若非 4 的 聚 点 ,就 叫做 4 的 孜 主 点 . 
例 于 “ 力 整数 集合 2 没有 聚 点 ， 

2 点 工人 oEZG0Do 所 成 的 集合 么 有 唯一 的 聚 点 0，4 
的 每 一 点 都 是 孤立 点 

3) 有 理 数 集 没有 孤立 点 。 五 的 每 一 点 都 是 @ 的 聚 点 . 

附 贴 包 , 闭 包 

4 的 接触 点 的 集合 称 为 4 的 附 贴 包 

包含 4 的 记 有 闭 集 的 交集 称 为 4 的 闭 包 ， 亦 即 包 含 4 
的 最 小 闭 集 . 

容易 验 明 , 这 两 个 集合 是 相同 的 ,都 用 亏 表示, 并 且 相应 
的 名 称 不 加 区 别 . 

4 是 闭 集 相当 于 4= 世 


[ 注 ] 2 表示 非 零 整数 的 集合 。 一 一 译 者 注 
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有 .上 界 闭 集 的 上 确 和 、 

从 吕 的 定义 推 知 , 五 的 子 集 4 阁 有 上 界 , 就 有 上 确 界 &， 
用 sup 4 表示 . 

& 一 SUp4 的 特性 是 : (ec， 十 co) 不 含 4 的 点 , 并 且 & 的 每 
个 邻 域 至 少 售 有 .44 的 一 个 点 。 特别 , @ 是 4 的 接触 点 ,所 以 
了 要么 <cE4, 要 么 < 是 4 的 聚 点 . 

当 4 是 闭 集 时 , 4=4, 故 cE4; 换 句 话 讲 ， 每 个 有 上 界 
的 拷 集 含有 它 的 上 确 界 . 


5. 有 界 闭 区 间 的 紧 致 性 


有 界 闭 区 间 的 一 个 最 重要 属性 , 就 是 下 面 的 波 芋 尔 - 勒 贝 
格 定理 表达 的 性 质 ， 它 使 我 们 可 以 把 研究 任意 开 履 盖 的 问题 
化 为 研究 它 的 有 限 子 开 履 盖 的 问题 ， 从 而 由 局 部 性 质 得 出 整 
体 性 质 . 

定理 3\ 波 莱 尔 - 勒 由 格 定理 ) 设 (waier 是 有 界 财 区 间 
[Lc，0o 的 一 个 开 覆 盖 ， 即 是 如 的 一 族 开 集 ， 它 们 的 并 集 包 含 
be, 中 ， 则 存在 一 有 限 子 覆盖 (wi)iesz， 它 们 的 并 集 同 样 包含 
[%, 5]. 

为 证 明 起 见 ， 我 们 用 4 表示 [oe, 6] 中 使 得 [zg， 台 能 被 有 
限 多 个 w; 所 履 盖 的 那些 x 所 成 的 集合 ; 容易 证 明 4 含有 它 的 
上 确 界 , 并 且 这 上 确 界 只 能 是 5. 而 关系 5€4 相当 于 定理 的 
结论 . 

定理 全 ( 波 尔 查 诺 ~ 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 有 界 闭 区 间 
[a, 6 的 任何 无 限 子 集 于 在 [a, 6] 上 至 少 有 一 聚 点 . 

这 是 前 面 定理 的 直接 推论 ; 

奉 Lw 四 的 任何 一 点 2 都 不 是 人 的 到 点, 则 每 个 2 都 具 
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有 一 个 开 邻 域 玉 (wo) ,至 多 含有 三 的 一 个 点 ， 即 自身、 这 
些 扩 (2) 构成 La, 如 的 开 覆 盖 ， 根 据 定 理 3， 存 在 有 限 多 个 这 
样 的 了 (wz), 比如 六 (wp) (Pp 二 1，2,…, %) 组 成 lc, 56] 的 一 个 
履 盖 , 所 以 祥 至 多 含有 多 个 点 wy. 

从 上 面 两 个 定理 击发， 容易 证 明 把 [a, 妇 换 成 它 的 任意 
闭 子 集 而 得 的 相应 定理 . 


6. 连续 函数 , 序列 的 极限 


含糊 地 讲 , 函数 了 在 一 点 wo 处 连续 , 是 指 与 zo 充分 接 
近 时 ,，jJ (o) 与 .fxzo 就 接近 因此， 可 以 期 望 , 邻 域 的 概念 将 
对 连续 概念 给 出 一 个 方便 的 定义 . 

下 面 我 们 只 考虑 定义 在 已 的 一 子 集 下 上 并 在 二 中 取 值 
的 函数 , 亦 即 莹 上 的 数值 函数 ， 

定义 7 设 / 是 把 已 的 子 集 总 映 入 巴 的 映射 ，zoE 区 ， 
如 果 对 于 了 (wo) 的 每 个 邻 域 WV, 存在 zo 的 一 个 邻 域 V, 使 得 

wEVNZ)—> Ff%) EW), 
则 称 了 在 wo 连续 . 

如 果 我 们 规定 ，wo 关于 六 的 邻 域 是 指 下 中 任何 形 如 
(V 人 了 节 ) 的 子 集 ,V 是 vo 在 咏 中 的 邻 域 , 那么 , 上 述 连 续 性 定 
义 中 的 条 件 相当 于 ， 对 每 个 WW, 集 合 f “(WW) 是 zo 关于 芋 的 
邻 域 . 

为 简单 计 , 现在 假设 忒 =R, 即 设 了 是 把 站 上 映 入 豆 的 卫 
射 . 

车 f 在 每 一 点 连续 ， 则 对 如 的 每 个 开 集 w， 根 据 刚 才 的 
解释 , 集合 f°'(w) 是 其 中 每 一 点 的 邻 域 , 所 以 是 开 集 ， 反 之 ， 
著 对 任意 的 开 集 ww， 集合/*(w) 都 是 开 集 ， 则 了 在 每 一 点 连 
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绪 ， 这 是 连续 函数 的 一 性 简要 特性 . 

例如 用 上 述 特性 ， 可 立即 证 明 ， 若 ff 与 9 是 把 上 映 入 瑟 
的 两 个 连续 映射 , 则 它们 的 复合 fog=f (9) 也 连续 (连续 的 传 
递 人 性 )， 

下 面 是 一 个 等 价 特性 : 

.把 五 映 入 及 的 上 蚂 射 是 连续 的 ， 如 果 对 下 的 每 个 闭 集 
了 f "(B) 是 闭 集 . 
利用 下 列 公式 立即 得 到 证 明 . 
三 (CC -OCTC). 

序列 的 极限 

定义 8 设 有 BR 的 点 序列 (%) 和 BR 的 一 点 1Y， 如 果 对 1? 
的 每 个 邻 域 六 除了 有 限 个 %% 的 值 外 , 均 有 w, EV, 就 说 序列 
(ww) 收 敛 于 1 或 者 说 以 为 极限 . 

若 令 一 {ww znti，…}， 则 上 述 条 件 化 为 至 少 有 一 个 
% 使 得 开 ,C 严 . 

由 公理 这;, 容易 证 明 : 一 个 序列 至 多 只 能 有 一 个 极限 . 

容易 证 明 下 列 结论 ; 

1) 任何 有 上 界 的 增 序列 (以 及 有 下 界 的 降序 列 ) 都 有 极 
毛 ， 

2) 设 f 了 是 把 邓 映 入 及 的 上 映射 , 在 子 的 一 点 & 处 连续 ， 
则 对 对 中 任何 收敛 于 & 的 序列 zw， 序列 Fe) 收敛 于 
(a). 

序列 的 接触 点 


实数 序列 ,一 (二 一 +) 不 收敛 ， 但 士 往往 可 视 为 广义 


的 极限 、 对 这 个 概念 的 分 析 就 产生 下 列 定义 
定义 9 设 CQ,) (%=1, 2， 是 五 的 点 列 ， Za 是 五 的 一 
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点 。 如 果 对 < 的 每 个 邻 域 琅 ， 都 存在 任意 大 的 足 标 w 使 得 
mEV ,就 说 4 是 序列 (ow) 的 接触 点 . / / 
着 用 4 表示 集合 {0。, wsb …] 则 当 4 属于 每 个 4 
附 贴 包 时 , 就 是 序列 (wo) 的 接触 点 ， 

因此 , 序列 的 接触 点 的 集合 是 4 一 全 元 .、 

这 个 集合 是 闭 的 ; 它 可 能 是 空 的 ， 例 如 0, 一 mn， 然而 , 使 
用 有 界 闭 区 间 的 紧 致 性 , 容易 证 明 ， 每 一 有 办 序列 至 少 有 一 
接触 点 . z 
当 序列 (@) 收敛 于 工时 , 则 它 有 唯一 的 接触 点 1 但 反之 
不 真 ; 例如 , 序列 


(3 2, 二 8, .on 2) 


有 唯一 的 接触 点 D, 可 是 这 序列 并 不 收敛 于 0， 不 过 , 容易 证 
” 明 , 车 有 界 序 列 有 唯一 接触 点 a, 网 此 序列 收敛 于 w 这 本 质 上 
是 由 于 有 界 闭 区 间 的 紧 致 性 . 

民 的 可 数 基 及 其 应 用 

迄今 所 论 拓扑 性 质 兴 用 到 五 的 序 结构 , 这 些 性 质 对 于 任 
何 全 序 集 也 成 立 , 只 要 其 中 任何 有 上 界 的 子 集 都 有 上 确 界 .. 

召 含 有 处 处 独 密 前 可 数 子 集 ( 即 Q) 利用 这 一 事实 , 我 们 
可 以 得 到 与 可 数 性 有 关 的 一 些 新 性 质 ， 下 面 举 出 用 个 ， 它 们 
的 证 明 都 是 容易 的 : 

1) 吾 中 有 可 数 允 个 开 集 (了 )， 合 得 已 的 每 个 开 集 都 是 
其 中 某 些 开 集 的 并 集 ( 倒 如, 可 以 取 区 加 (a, 5) 作 为 开 袋 到， 
a, DGEQ)， 这样 的 一 族 开 集 ( 配 ) 称 为 已 的 可 数 基 . 
2) 且 的 子 集 于 的 任何 开 覆 盖 都 有 一 个 有 限 或 可 数 的 子 
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特别 , 两 两 互 不 相交 的 一 族 开 集 是 有 限 的 或 可 数 的 ; 由 此 
可 知 ，B 的 每 个 开 集 w 都 是 至 多 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 开 区 
间 的 并 集 ， 这 些 开 区 间 是 w 上 的 下 述 等 价 关 系 的 等 价 准 
wy [sy, YCw. 

3) 知 < 是 去 的 一 个 聚 点 , 则 5 是 互 中 由 相 漠 点 组 成 的 一 
个 序列 的 极限 … 

4) 行 a 是 序列 (Cow 的 接触 点 ， 则 存在 (ca 的 一 于 序列 收 
伍 本 <. 

5) 设 了 是 把 丸 的 子 集 闷 映 入 羽 的 映射 , aE 卫 ， 要 使 
了 在 点 4 连续 ， 充 要 条 件 是 ; 对 于 于 中 收敛 子 & 的 任何 序列 
(v2) ,序列 .few 收敛 于 .Fe) 

土 述 命题 补足 了 研究 序列 被 限时 提出 的 一 个 命题 . 

从 上 述 第 一 个 性 质 容 易 推 出 其 余 性 质 ， 


7. 上 的 一 致 结构 


迄今 我 们 还 不 曾 用 到 及 的 代数 结构 ,我 们 将 看 到 , 五 的 
加 群 结构 可 以 确立 一 些 新 的 性 质 ; 事实 上 , 及 上 存在 平移 使 我 
们 可 以 谈 集 合 的 微小 级 . 

对 十 每 个 人 CR, a€ER 用 闷 +a 表示 元 素 (z 十 四 的 集 
合 , 这 里 2E 及 ,并 称 及 十 a 是 至 经 过 平移 4 后 的 集合 . 

于 是 可 以 给 出 下 面 定义 ， 设 有 O 的 邻 域 成 与 及 的 子 集 
了 ,如 果 可 以 把 卫 平移 到 六 中, 就 说 邓 的 微小 级 是 六， 

这 个 定义 容易 推广 至 具有 适当 拓扑 结构 的 群 。 不 过 , 利 
用 了 于 是 全 序 群 这 一 事实 , 还 可 将 上 述 定义 精确 陈述 如 下 ， 

对 每 个 ER 令 |2| 一 sup{w, 一 2}, 易 证 |a-5|<<|ej 十 
151; 再 令 dw, 9) = (w, 9) 的 距离 = |w 一 y|, 易 证 ; 
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1) 车 zy, 则 dl%w, >0 d(w, wv) =0. 

2) dl%, Y) Ad(Y, 2). 

3) dw, 9) ar, 为 十 gd，O( 三 角形 不 等 式 ). 

在 研究 直线 的 一 致 丝 构 时 , 这 三 个 性 质 是 基本 的 , 经 党 要 
用 到 . 

集合 的 直径 
对 于 每 个 对 CR, 设 蒜 ' 是 数 |z 一 y| 的 集合 , 这 里 4%, y GE 
环 . 车 卫 ' 有 上 界 , 我 们 令 5(ZE) 一 sup 了 ,否则 令 56( 卫 ) 一 
十 co，6 (及 ) 称 为 互 的 直径 ， 显 然 5( 卫 ) 一 5(X). 

定义 10 设 s>0. 如 果 5(Z)s, 就 说 集合 三 的 微小 
级 是 3. 

车 集合 了 与 了 的 微小 级 都 是 s 且 及 人 了 于 名 , 则 集合 
芝 UY 的 微小 级 是 28. 

柯 西 序列 

设 《@w) 是 收敛 序列 ; 若 令 4 = {on, ant 小. 则 304 一 
0 

我 们 说 , 序列 (@,) 是 柯 西 序列 ， 如果 5(4,)->0( 就 是 说 当 
pp, go 时 ， | cs 一 cc 一 0) . 

我 们 刚才 已 经 指出 ,每 一 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 。 首 命 
题 则 是 直线 的 一 个 基本 性 质 : 
”定理 且 的 每 一 柯 西 序列 都 是 收敛 的 . 

因 柯 西 序列 有 界 , 故 至 少 有 一 接触 点 , 又 柯 西 序列 至 光 只 
有 一 个 接触 点 , 故 定理 成 立 . 

更 经 典 的 证 明 是 归结 为 单调 序列 的 情形 . 

一 致 连续 

这 个 概念 不 能 从 纯 拓 扑 的 概念 ， 即 从 开 集 或 邻 域 出 发 予 
以 定义 ， 还 要 基于 羽 的 群 结 构 或 者 距离 的 概念 ; 我 们 要 对 一 
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至 连续 的 概念 给 出 两 个 等 价 的 定义 来 淤 清 这 点 . 

定义 11 设 f 是 把 BR 的 子 集 了 映 入 有 RB 的 映射 我们 
说 , 是 一 致 连续 的 , 如 果 对 0 的 每 个 邻 域 W, 存 在 0 的 邻 域 
,使 得 对 于 微小 级 为 V 的 任何 4 己 及 , 像 / 4) 的 微小 级 是 
WwW. 

定义 11 记号 同上 . / 称 为 一 致 连续 , 如 果 5(4)->0 蕴 
涵 5(j (4)) 一 >0。 (换言之 ， 对 每 个 a>0 ”存在 >>0， 使 得 
(8(4) <D> 04) <8). ) 

显然 , 每 个 一 致 连续 函数 是 连续 的 ; 反之 不 真 

然而 , 有 一 个 基本 定理 说 : 当 革 是 有 界 闭 集 时 , 把 对 映 
入 避 的 任何 连续 映射 都 是 一 致 连续 的 ， 这 个 结论 容易 从 定 
理 3 定理 生 或 者 它们 在 有 界 闭 集 上 的 推广 推 得 . 

函数 序列 的 一 致 收敛 

这 是 有 关 值 域 空间 的 概念 ， 对 于 定义 空间 的 拓扑 结构 和 
一 致 结构 未 做 任何 假设 .准确 讲 , 我 们 有 : 

定义 12 设 卫 是 完全 任意 的 集合 ，(f) 是 把 吾 映 入 互 
的 一 映射 序列 , 是 把 召 映 入 有 R 的 映射 ， 我 们 说 , 序列 (f,) 
一 致 收敛 于 了 ,如 果 对 于 每 个 s>0. 存在 一 个 整数 nCe), 使 得 
对 每 个 EE 加 与 每 个 mw>>n(s), 我们 有 : 

(fo)—f ee) < 即 Go fo] 一 s. 

在 稍 后 的 一 讲 中 ， 还 要 更 详细 地 研究 这 个 概念 . 这 里 简 
单 提醒 一 下 , 一 致 收敛 的 概念 比 逐 点 收敛 要 求 更 强 些 ， 例 如 ， 
设 是 定义 在 [0, 号 上 的 数值 函数 

nll 一 ng)， 当 wE[0, 工 | 
0, 当 zE | 元 ， 圳 
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这 个 函数 序列 逐 点 收 仿 于 函数 f 二 0. 但 不 一 致 收敛 , 因为 
max|7sCo) 一 Fo)| =- 了， 
当 mw->co 时 根本 不 趋 于 0， 


8. 上 的 拓扑 体 的 结构 


有 的 加 法 与 乘法 和 它 的 拓扑 结构 与 一 臻 结构 是 相 容 的 . 
现在 来 说 明 相 容 的 意义 . 

定理 6 下 列 映 射 连续 . 

把 召 映 入 至 的 映射 r~* om 把 请 映 入 有 的 映射 (2, 细 ) 
一 > 人 二 3; 

把 Br* 映 入 五 的 映射 o> 工 ; 把 本 映 入 如 的 映射 Go, 9) 
一 2 

把 且 映 入 五 的 映射 >av; 把 柜上 映 入 刁 的 映射 (z, 9) 
一 > 人 十? 

自然 ， 对 于 把 Ba 映 入 驴 的 映射 必须 给 出 连续 性 与 一 至 
连续 性 的 定义 ， 例 如 , 取 2 中 两 点 的 欧 氏 距离 作为 距离 便 可 
得 到 了 Ra 中 一 致 连续 的 概念 . 

注意 , 映射 > 二 与 (2, 引 一 wy 非 一 致 连续 ， 

利用 连续 与 一 致 连续 的 传递 仁 ， 从 上 面 定理 推出 另 一 些 
熟知 的 结果 . 

”例如 , 若 了 与 9 是 两 个 连续 (或 一 致 连续 ) 的 数值 函数 , 则 

fg 亦 然 . 

我 们 可 以 对 定理 6 补充 一 个 与 有 的 全 序 群 结构 有 关 的 
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结果 : 
映射 >|z| 是 把 刀 映 入 再 的 一 致 连续 映射 
于 是 , 从 公式 


sup (2%, Y) = 


知 , 把 嫩 映 入 五 的 映射 (w， ap y) 一致 连 续 . 
同样 , 若 7 与 9 是 两 个 数值 连续 (一 致 连续 ) 函数 ， 则 |J| 
与 sup(f, 9) 亦 然 ， 
把 群 必 映 入 群 玫 的 连续 表示 
设 了 是 把 已 映 入 驴 的 连续 映射 , 满足 
f+ =f 2) +f (9y). 


由 此 立 得 , 对 每 个 分 数 杂 ， 


f(2)-270. 

因此 , 了 在 Q@ 上 的 限制 就 是 x->asx. 

把 情 映 入 BB 的 这 两 个 映射 与 z 一 aa 都 连续 ， 并且 在 
处 处 稠密 的 集合 @ 上 相同 所 以 《利用 一 个 容易 证 明 的 但 又 
重要 的 人 性质 ) 它 们 是 恒 则 的 . 

因此 ,把 情 映 入 局 的 每 个 连续 表示 (对 于 加 法 ) 是 单调 的 
并 日 具 有 形式 < 一 cz. 

设 9 是 把 及 觅 入 Ri 的 映射 并 满足 g(w9y) = 一 g(w)g(y)， 
利用 B 与 乘法 群 Ri 之 间 的 同 构 上 映射， 立即 得 到 关于 9 的 类 
似 结果 . 

丑 的 子 群 

本 文 最 后 讲 一 个 简单 而 常用 的 结果 : 

定理 了 号 的 任何 坊 法 子 群 要 么 是 处 处 稠密 的 ， 要 么 具 
有 形式 a2 (点 cm mE2Z 的 集合 )， 


了 人 十 2 [2—y| 
2 


sa 了 35 ，。 


由 此 推 知 ,总 的 任何 闵 的 识 法 子 群 要 么 等 同 于 如 , 要么 是 一 
群 2 . 

看 一 个 应 用 : 设 f 是 马上 的 数值 函数 ; 如 果 对 每 个 2， 有 - 
jz 二 GZ) 一 了 (2) ,就 说 zz 是 了 的 一 个 周期 . 

了 的 周期 所 成 的 集合 卫 显 然 是 BR 的 加 法 子 群 ， 当 了 连 
续 时 , 卫 是 闭 集 . 

因此 , 要 么 有 卫 =R, 这 蕴涵 ff 一 和 常数， 要 么 呈 具有 形状 ， 
aZ, 恒 可 假设 4 之 0. 并 称 这 个 数 < 是 和 了 的 最 小 周期 。 
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第 二 讲 ” 欧 氏 空 间 与 尺度 空间 . 
尺度 概念 与 拓扑 概念 


A. Revuz ( 普 瓦 蒂 埃 理学 院 教 授 ) 


1. 数 直 线 复 习 


在 前 一 讲演 中 ，G. Choquet 提 到 了 实数 直线 R 的 代数 
人 性质， 并 且 立 足 于 怠 的 序 结构 定义 了 把 情 映 入 是 的 连续 上 映 
射 ， 区 间 (c, 5) 是 满足 a<w<5 的 实数 % 的 集合 , 拒 避 上 映 入 
BR 的 映射 了 在 wo 连续 是 指 ， 对 于 任何 含有 f(zo) 的 区 间 (a 
B) ,存在 一 个 含有 ze 的 区 间 (a, 5) 使 得 z€ (a, 3) 区 涵 了 (2%) 
S (m, B). 也 可 用 逆 映射 ?来 定义 (4 是 怠 的 子 集 , 广 ! 04) 
{2v€CRIf(w) EA}). WM 果 对 每 个 含有 了 (wo) 的 区 闻 (m, 8)， 
7 (oa 包含 一 个 含有 zo 的 区 间 ， 就 说 了 在 wo 连续 ， 如果 
用 开 集 表示 性 意 多 个 开 区 间 的 并 集 ,， 那么 可 以 指出 ， 把 总 回 
入 如 的 映射 在 每 一 点 处 连续 的 充 要 条 件 是 . 每 个 开 集 的 逆 像 
仍 是 开 集 ( 空 集 视 为 开 集 ). / 

我 们 的 首要 目标 , 是 要 利用 数 直 线 五 的 另 一 结构 来 定义 
把 避 映 入 BB 的 映射 了 的 连续 性 ， 用 两 个 实数 之 差 的 绝对 值 
站 示 这 两 个 实数 的 距离 , 可 以 对 了 在 点 ze 处 的 连续 性 给 出 三 
.个 等 价 的 定义 如 下 : : 

1°% 对 于 每 个 s>0， 存 在 %>0， 使 得 lz 一 zolj<7 蕴涵 
|f (2) —f (wo) | < 8. 

2” 当 2z 到 wo 的 距 襄 趋 于 9 时， 了 (0) 到 foo) 的 距离 也 赵 


0 


3 se . 
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38。 对 每 个 以 f co) 为 中 心 的 区 间 7T，F-1(7) 包含 一 今 以 
zo 为 中 心 的 区 间 . 

由 于 8° 以 及 含有 一 点 的 任何 开 区 间 必 包含 一 个 以 此 点 
为 中 心 的 开 区 间 , 所 以 上 述 连 续 性 定义 38° 与 基于 的 序 结 构 
的 定义 是 等 价 的 , 这 里 , R 的 开 集 可 以 定义 为 ， 开 集 是 指 一 个 
集合 0, 使 得 z€0 蕴涵 0 中 合 有 一 个 以 z 为 中 心 的 开 区 间 工 . 

上 述 连续 性 定义 8 的 优点 是 适用 于 任何 定义 了 距离 的 
空间 . . 


距离 的 定义 


召 是 一 个 集合 , 它 的 元 素 用 z，YV … 表示 . 石上 的 距离 
是 指 把 如 x 媚 里 入 R+( 非 负 实 数 集 ) 的 一 个 映射 9 具有 下 列 
性 质 : 

1° dl(w, Yy) 一 0< 人 2 =Y. 

2”dwko， y) 一 Q(y, x) (对 称 ). 

3° dQ (vw, y) 过 dq(w, 人 十 ds y), (三 角形 不 等 式 ). 

具有 这 种 距离 的 如 叫做 尺度 (或 距离 ) 室 间 ， 显然， 号 由 
(z, 四 王 |z 一 y | 就 是 瑟 上 的 一 个 距离 . 

设 如 与 了 是 两 个 尺度 空间 ， 关 于 连续 性 的 讼 念 ,， 上 面 的 
定义 2° 可 以 原封 不 动 地 照搬 ， 与 1° 相当 的 定义 是 , 设 d 是 


石上 的 距离 ,5 是 五 上 的 距离 , 则 对 每 个 s>0, 存在 w>30, 使 
得 dw, v0) 之 n=>6[f(z), jco]<s， 与 38° 相当 的 定义 要 


引入 球 的 概念 : 中 心 为 zo 半径 为 +( 正 数 ) 的 开 球 ( 闭 球 ) 是 控 
满足 d(wo, 2) 二 7 (<7) 的 点 zz 的 集合 ， 于 是 与 8” 相当 的 定 
义 是 ; 中 心 为 (wo) 的 开 球 的 道人 和 像 包 合 一 个 中 心 为 zo 的 开 囊 . 

在 继续 讨论 从 距离 出 发 定义 连续 性 之 前 ， 就 距离 本 身上 略 
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谈 几 名 直线 上 , 平面 (BR) 中， 三 维 空间 (BS) 中 那些 “具体” 
的 距离 都 满足 距离 的 公理 ， 所 以 就 这 些 情 形 而 言 那 几 条 公理 
似乎 已 经 “合情合理 ”了 .不 过 考察 一 下 其 中 每 一 条 的 意义 ， 
以 及 型 清楚 在 什么 情况 下 缺少 一 条 就 会 给 距离 的 使 用 造成 阻 
碍 , 是 不 无 益处 的 . : 

第 一 个 公理 表明 , 每 个 元 素 到 它 自身 的 距离 是 零 , 到 另 一 
个 元 发 的 距离 为 正 ， 如 果 我 们 设想 一 种 “距离 ”满足 2° 与 
3° 忆 及 w= 一 yd(w, Y) 一 0( 即 不 要 求 d(w, y) =0=>w 一 gy), 并 
”上 且 的 确 存在 若干 对 不 同 的 元 素 , 彼此 距离 均 为 零 ( 这 样 的 距离 
称 为 准 距离 )，、 那 么 会 有 什么 情况 呢 ? 二 者 必 居 其 一 : 要 么 是 
“因为 该 距离 选择 不 当 , 必须 考虑 别 的 距离 ; 要 么 是 由 于 彼此 距 
离 为 零 的 元 素 尽 管 可 以 说 是 不 同 的 , 但 却 不 应 该 区 别 对 待 , 因 
为 它们 在 所 论述 的 问题 中 起 同样 的 作用 ， 在 后 一 情形 , 我 们 
注意 ，1° 由 d(w, y) =0 所 定义 的 关系 wpy 是 一 等 价 关 系 ; 
2° 一 个 元 素 4 到 同一 等 价 类 的 两 个 元 素 9 与 的 距离 一 样 ， 
这 是 因为 Q(z, Y) =0 蕴涵 

dv, 0) <a, 9 +dly, %) =A(%, y), 
do y) <d(%, 2d +d, =A 0 

所 以 ， 两 个 模 p 等 价 类 的 距离 可 以 定义 为 一 个 等 价 类 中 任 一 
元 素 到 另 一 个 等 价 类 中 任 一 元 素 的 距离 。 商 空 间 B/p 是 一 
旋 度 空间 , 是 把 恕 中 彼此 距离 为 零 的 元 素 看 成 一 样 而 得 ， 平 
面 上 点 的 横 坐 标 差 的 绝对 值 就 是 上 述 准 距离 的 一 个 简单 例 
子 : 等 价 类 是 直线 w 二 常数 ,空间 召 /p 与 数 直 级 同 沟 ( 见 后 ), 

第 二 个 公理 ， 即 距离 的 对 称 性 , 尽管 显得 自然 , 但 却 不 是 
随便 一 个 具体 的 距离 都 能 满足 的 ， 例 如 走 山路 按时 间 测 行程 
所 得 的 距离 , 上山 距 离 就 比 下 山 距 离 大 ， 不 过 , 磁 到 不 对 称 的 
距离 也 不 必 大 惊 小 怪 , 因为 , 若 令 
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Blw, y) =guplaly, ); dly, 四 ]， 
那么 8 就 是 满足 三 条 公理 的 距离 (只 要 ad 满足 1° 与 3°). 

第 三 条 公理 的 好 处 , 直观 地 讲 ,就 是 保证 了 “ 邻 域 的 邻 域 
仍 是 邻 域 "， 另 一 些 不 等 式 也 有 同样 的 效果 ， 例 如 , gp 是 正 的 
实 函 数 , 在 点 (0, 0) 为 零 且 连续 , 则 形 如 

do y) <pld (wv, ¢), dle, )) 
的 不 等 式 至 少 保证 了 “很 接近 的 很 接近 仍 很 接近 ”. 

经 典 形式 的 三 角形 不 等 式 有 两 条 优点 ， 

1° 简明 . : 

2 适用 范围 很 大 .公立 中 学 四 年 级 为 颁发 微 积分 学 考 
试 合格 证 书 而 布置 学 习 的 所 有 空间 都 可 以 赋予 尺度 结构 ， 这 
些 结构 确实 有 用 , 而 不 是 为 了 考试 硬 塞 进去 的 . 

距离 的 例子 哇 ! 

注意 ， 任 何 集 合 上 都 至 少 可 以 定义 一 个 距离 ， 就 是 令 
d(w, zw) =0， 若 zy 则 4d(w, y) 一 1。 (这 就 是 土地 丈量 员 用 
一 把 可 以 任意 伟 缩 的 米 尺 可 能 丈量 出 来 的 距离 ! ) 这 显然 是 
一 个 极端 的 例子 ， 除 了 对 尺度 空间 的 某 个 命题 提出 可 能 的 反 
例 时 能 叫 人 一 眼看 穿 以 外 , 几乎 不 起 什么 作用 . 

在 空间 户 中 , 对 于 j= (v1， Ta, ,Tn), Y = (1, Ya, **', 
y;) 我 们 可 以 定义 一 个 距离 Q(z, 9) 一 MC 一 y)”( 欧 几 里 
德 距离 ). 

公理 1° 与 2° 显然 满足 ， 要 证 明 三 角形 不 等 式 , 令 

Vi— i i Gi— Yi Oi 则 og = ti. . 
”“[ 注 ] 除了 数学 上 的 例子 以 外 ， 举 一 些 日 常生 活 中 的 距离 ， 可 能 不 无 好 处 : 


电话 谈话 的 单价 ,旅行 的 期 限 , 旅行 费用 ，…… ; 这 些 例子 我 们 虽然 不 
习惯 于 称 之 为 距离 ,但 一 般 却 具有 所 说 的 那些 数学 性 质 。 
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问题 就 是 要 验 明 
“AC 人 DE Sat+ SR, 
此 不 等 式 等 价 于 
Satb) < Dot Tb +2 Fo) (505, 
即 等 价 于 Sob (DC (F028). 
上 面 的 不 等 式 ， 当 王 4.b:<0 时 是 成 立 的 , 当 于 m01:>0 时 ， 由 
下 面 的 许 瓦 兹 不 等 式 推出 ; 
(Sob) < Se) (E05). 

因 三 项 式 (ci 十 ?2%)2 大 于 或 等 于 0, 故 许 瓦 兹 不 等 式 成 立 . 

注意 , 仅 当 人 一 一 和 (S$ 一 1，2,…, n) 时 , 等 号 才 成 立 , 即 


仅 当 


本 


多 一 如 Yi— Ys nn 
亦 即 三 点 z, y, 2 共 线 时 , 等 号 才 成 立 . 

Rr 中 另 一 个 方便 的 距离 是 
da(%, Y) —sup|z— yl. 


还 有 第 三 个 距离 ds (%， WD =Zlo yl. . 


车 将 诸 坐 标 视 为 笠 卡 儿 直 角 坐 标 , 则 必 确定 的 球体 的 边 

界 , 在 B? 中 是 圆周 , 在 B? 中 是 球面 (如 果 用 仙 坐 标 就 是 构 

圆 与 本 球面 )， 在 直角 坐标 下 , da 确定 的 球体 的 边界 , 在 瑟 中 

是 各 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 (在 Re 中 是 立方 休 )， 而 ds 确 

定 的 球体 的 边界 , 在 RB? 中 是 各 边 平行 于 坐标 角 平 分 线 的 正方 
形 ( 在 外 中 是 正八 面体 ). 

车 a 是 某 个 空间 上 的 距离 ,f 是 定义 在 R+ 上 的 正信 实 画 

数 ，f(0) =0， 并 且 对 每 个 zc>0, y>0 有 了 (w+y)<J(@) ++ 

f(y)， 则 J(@) 也 是 距离 ， 它 和 4 确定 出 同样 一 些 球 ( 一 般 说 

4 。 


米 , 每 个 球 对 于 a 与 1(d) 有 不 同 的 半径 )， 特 别 , 可 取 增 思 函 
数 作为 7。 例如 , 车 4 是 一 距离, 则 了 也 是 一 个 距离 ， 这 


是 一 个 有 界 虐 离 , 和 原来 的 距离 确定 同一 些 球 . 
进一步 , 如 果 同 一 空间 上 定义 了 符 于 距离 dx, da, …, dy，, 
容易 验 明 : 
d= Vd?-d2+ .+o 
也 是 一 个 距离 ( 许 巨 兹 不 等 式 的 推论 ), 还 有 一 性 十 力士 … 十 
co 及 d=sup 也 都 是 距离 。 (在 后 一 情形 ， 由 4 确定 的 中 心 


为 m、 半 和 名 为 7 的 球 是 各 个 必 确定 的 同一 中 心 、 同一 半径 的 
2 个 球 之 交 . 

最 后 注意 ， 车 同一 空间 上 定义 了 距离 序列 (4,)， 那么 , 由 
此 可 以 派生 出 一 个 新 的 距离 ; 

-= 
“一 癌 亢 i: 

测 地 距离 

设 有 尺度 空间 召 与 恕 的 子 集 , 把 瑟 x 卫 映 入 Rt 的 映 
射 ( 距 离 ) 4 在 x 上 的 限制 显然 是 上 的 距离 ， 称 为 由 加 
的 距离 导出 的 距离 。 例 如 , 阁 召 是 及 ,了 是 球面 S 夺 么 代 
的 欧 氏 距离 在 S 上 导出 一 个 距离 ( 弦 长 )， 也 称 为 把 S 衬 入 并 
的 距离 ， 由 此 出 发 , 还 可 定义 男 一 个 距离 : 测 地 距离 . 

给 出 了 的 两 点 & 与 5, 假设 矿 中 至 少 存在 一 条 联结 a 与 
2 的 道路 。 所 谓 道路 是 指 把 区 间 [0, 和 上 映 入 了 的 一 个 连续 映 
射 * 满足 (0) =a, 了 (DD) =5，、 对 于 任何 有 限 序 列 { 纪 ; 如 二 0 
< 本 一 1 ， 相 应 地 得 到 点 四， = 了 (i)， 

,5 以及 正 实数 LC 和})=d(@, m0) 十 … 二 QA(m, Masri) + 

十 dlmn-1,， 52)， 对 于 所 有 的 有 限 序 列 jj， 相 应 的 数 工 的 集 
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合 , 如 果 有 上 确 界 , 就 说 道路 是 可 求 长 的 ，sup 厂 ({ 弛 ) = 工 ( 用 
就 是 道路 了 的 长 

现在 验 明 5(w 8) =inf 上 (了 ) (inf 是 对 所 有 联结 8 的 
连续 道路 来 计算 的 ) 是 一 个 了 距离。 事实 上 . 

1”5(4o， 2D) 一 0 的 C 一 2 是 显然 的 因为 车 a 一 b， 则 存在 
一 条 联结 4 与 的 道路 , 长 为 零 ( 对 于 每 个 i€ [0, 1], f (= 
0), 洛 a 二 5 则 每 条 道路 的 长 度 至 少 等 于 dla, 52)>0. 

2” 对称 性 明显. 

3 ”给 了 s>0 则 存在 道路 fw 与 fw 使 得 

LL(fo) <6(0, 0) +e, Lfo) <6(b, ce, 
可 用 明 曼 的 方法 定义 两 条 道路 的 和 :， 相 应 的 映射 9g 定义 
成 ，。 : : 
fw(2)， 当 0<i< 雯 ， 
p(t) | 1 
fw (2t—1), 当 5<i<1. 


和 的 长 是 长 的 和 ， 因 为 g 是 联结 a 与 5 的 一 条 道路 , 故 有 
.6(a, D<L(g)=L(fo) +L(fo) 
: <S(c，c) 十 80(D，c) 十 26. 
因 s 任意 , 由 此 推 得 三 角形 不 等 式 、 这 就 是 从 BE 的 欧 氏 
下 离 出 发 在 球面 8 上 定义 的 测 地 距离 ， 利用 上 面 的 定义 ,可 
以 初等 地 证 明 ， 测 地 距离 是 联结 两 点 的 两 段 大 圆 弧 中 最 小 一 
个 的 长 . 


3. 同 尺 映射 


把 尺度 空间 吾 ( 距 离 为 d) 喘 成 尺度 空间 (距离 次 的 
，143 ， 


一 一 映射 了 叫做 同 尺 映射 ， 如果 对 于 加 的 每 一 对 元 素 (a 


b) 有 
dl(w, 0) =6(f (a0), f (0)). 

初等 几何 中 所 谓 的 位 移 变 换 和 对 称 变换 都 是 同 尺 映射 ， 
原来 的 名 称 是 不 恰当 的 《最 好 是 叫做 正 同 尺 映射 或 反 同 尺 映 
射 ) 叶 , 

显然 ,车 如 是 瑟 的 子 空间 , 则 于 在 BZ' 上 的 限制 是 把 天 
映 成 了 (8 的 同 尺 映 射 。 但 是 , 召 与 了 的 两 个 子 空间 之 间 的 
同 尺 映射 可 以 扩张 成 整个 空间 上 的 映射 ， 这 个 断言 并 不 总 是 
对 的 , 因而 是 某 些 定理 要 讨论 的 目的 . 

例如 , 若 五 = 也 =R2, 由 不 共 线 三 点 组 成 的 两 个 子 集 之 间 
”的 同 尺 映射 可 以 唯一 地 扩张 至 整个 空间 ， 这 是 三 角形 三 边 等 
则 全 等 这 个 命题 的 升华 形式 . 车 吾 与 了 是 具有 同样 半径 的 
两 个 球面 , 上 述 结论 也 真 , 这 里 距离 是 柑 入 距离 或 祖 应 的 测 地 
距离 。 就 用 这 些 距 离 , 对 于 半径 不 同 的 两 个 球面 , 这 个 结论 就 
不 对 . (这 些 例子 表明 , 通常 那些 全 等 情形 的 证 明 “ 含 有 多 少 未 
曾 考 达 出 来 的 公理 ” 啊 ! ) 


4. 连 续 人 性 


现在 再 来 讨论 把 尺度 空间 召 映 入 尺度 空间 了 的 连续 
映射 了 的 第 三 个 定义 : 了 在 一 所 zo 连续 ， 意 指 每 个 中 心 为 
(mo) 的 开 球 的 逆 像 都 包含 一 个 中 心 为 z 的 开 球 . 这 导致 引 
入 下 列 概念 : 
[ 注 ] 此 外 ,看 来 正 是 利用 了 距离 和 同 尺 映射 这 些 概 念 , 才能 最 容易 地 给 出 
初等 几何 的 某 种 简单 而 “具体 ”的 公理 体系 ， 即 是 说 这 些 公理 表达 了 
几何 中 通常 的 运算 (测量 距离 ,弯曲 ,等 等 )。 


» 4 ， 


定义 ”任何 集合 , 如 果 包 含 以 ”为 中 心 的 一 个 开 球 , 就 称 
为 点 z 的 邻 域 . 

于 是 可 以 说 : “Ff 在 点 wo 连续 的 充 要 条 件 是 ;了 (xo) 的 每 个 
邻 域 的 逆 像 是 ze 的 一 个 邻 域 "， 这 一 简单 而 普通 的 陈述 有 一 
个 好 处 , 就 是 保持 连续 概念 的 直观 含义 

假设 f 在 召 的 每 一 点 连续 ， 利 用 召 和 尺 的 开 染 可 以 把 
连续 的 概念 表达 得 更 简单 . 

定义 尺度 空间 中 的 开 集 是 任意 多 个 开 球 的 并 集 . 

注意 , 车 yEBCz, 7), 则 alw, 2) 一 六 < 六 所 以 根据 三 角 
形 不 等 式 有 B(y, r 一 ”) CB(w, r)， 由 此 得 到 开 集 的 另 一 定 
义 : 开 集 是 其 中 每 一 点 的 邻 域 。 由 此 推出 : “是 把 召 映 入 五 
的 连续 映射 ( 即 在 召 的 每 一 点 连续 ) 的 充 要 条 件 是 ; 的 每 个 
开 集 的 逆 像 是 的 开 集 ”. 

用 连续 性 的 上 述 定义 容易 证 明 下 面 定理 若 召 、 柬 .G 是 
三 个 尺度 空间 , f 是 把 卫 映 入 了 的 连续 映射 , 9 是 把 也 映 入 
G 的 连续 映射 , 则 把 如 上映 入 G 的 复合 映射 gof 仍 连续 . 

车 A4CF, 04 是 4 的 补 集 , 则 

f°1(04)=0f-1(4), 
因此 , 如果 闭 集 是 指 其 补 集 是 开 集 的 集合 , 那么 , 在 上 面 连续 
性 定义 中 , 把 开 字 换 成 闭 字 , 便 得 到 一 个 等 价 的 定义 . 
利用 集合 的 接触 点 的 概念 ， 可 以 得 到 闭 集 的 一 个 内 在 定 
义 . 

定义 ”如 果 对 于 点 & 的 每 个 邻 域 ,我 们 有 VN 站 4<#* 儿 ， 
w 就 是 4 的 接触 点 。 (显然 只 和 需 中 心 为 a 的 开 球 是 这 样 就 行 
了 ，) 集 合 4 的 附 贴 包扎 是 4 的 所 有 接触 点 的 集合 ， 对 于 
任何 4, 有 4A. 

定理 ”一 个 集合 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 ， 这 个 集合 等 于 它 
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的 闭 包 . 

事实 上 ，4 是 闭 集 等 于 说 C4 是 开 集 ， 若 a 生 4, 则 存在 
一 球 B(e, 门 售 于 O4, 故 了 (or) 4 一 B, a#ZX, 由 此 Ac 
4， 即 万 一 4， 反 之 , 著 4= 艺 , 则 对 每 点 a 符 4， 存在 一 个 球 
Blw, 7), 使 得 Ble, 7) 4 一 好, 由 此 了 (wo 7)cO4, 故 O4 
是 开 集 . : 

容易 验 明 闭 球 是 闭 集 (这 就 保证 了 用 语 的 呼应 )， 

开 集 有 两 个 很 重要 的 性 质 : 

(0,)， 任 意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ， 这 是 定义 的 直接 扒 
(0s)， 任 意 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ，( 空 集 算 作 开 
集 、) 事 实 上 ， 设 OO …, 0 是 %% 个 开 集 ， 其 交集 非 空 


2E[ Oi:， 则 对 6 一 1 2, …, n, 存在 一 个 球 互 (w 7?) 含 于 0。 
故 Bla, infrg C0 明 所 欲 证 ， 

闭 集 是 开 集 的 补 集 , 因此 有 对 侦 性 质 ( 读 者 也 可 使 用 闭 集 
的 定义 4 二 帮 给 以 直接 的 证 明 ); 


()， 任 意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 
(Fs)， 任 意 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 


5. 拓扑 概念 


设 有 两 个 集合 召 与 F, 吾 的 距离 da(F 的 距离 9) 使 刀 
(玉成 为 尺度 空间 a(B8s)"C(Ba, ) 表示 把 而 映 入 的 
所 有 连续 映射 的 集合 。 这 是 把 召 映 入 的 所 有 映射 所 成 
集合 的 子 集 ). 这 里 可 以 提 一 个 重要 问题 : 4 或 6 的 改变 或 两 
者 同时 改变 ， 能 否 不 引起 0(Ba, Fo) 的 改变 ? 下 面 回答 一 个 
“46 ， 


相近 的 问题 : 

设 册 是 召 上 的 已 知 距离 ， 吾 上 应 该 引进 什么 样 的 距离 

Qs, 才能 对 任何 尺度 空间 Fa 有 

O(Ba,, Fs) =O(Ba,, Fs). 
最 然 ， 只 和 需 与 吸 相应 的 开 集 族人 Qi 恒 等 于 与 qz 相应 的 开 集 族 
Os 即 可 . 这 条 件 还 是 必须 的 ， 因 为 如 果 有 一 集合 属于 01 而 
不 属于 Os。 那么 只 要 取 P= EBs, 就 会 发 现 把 忆 映 入 息 身 的 
桓 等 映射 属于 O(Ba， Be) 但 不 属于 O(Bs, Be). : 

员 与 ds 确定 同一 一 开 集 族 的 条 件 与 下 列 条 件 等 价 ， 对 于 每 
一 QE 加 ， 关于 员 的 每 个 球 Bi(ga, 7?) 包 食 一 个 关于 os 的 球 
Bla, ,反之 亦 然 ， 

据 此 , 可 以 验 明 ， 前 面 在 RF" 中 定义 的 三 个 距离 do, ds 
确定 出 同样 的 开 集 族 ， 所 以 对 了 每 个 尺度 空 间 . 2 这 三 个 拭 
离 确 定 出 间 一 集合 C(PB, 0). 

因此 ， 尽 管 给 了 加 的 尺度 结构 就 能 确定 集合 O(B, F). 
但 是 给 了 这 个 和 集合， 其 至 对 任何 也 第 了 角度 的 集合 ， 也 并 不 
能 就 不 含糊 地 确定 本 的 尺度 结构 . 

我 们 虽然 用 距离 来 定义 了 连续 ， 但 归根 绩 带 过 线性 与 
离 本 身 无 关 , 只 与 由 距离 确定 的 开 集 族 有 关 . 

因此 ， 如 果 我 们 只 关心 定义 在 空间 鼠 上 的 上 映 射 的 连续 
性 , 那么 精确 说 明 空 间 的 尺度 结构 就 不 是 很 必要 的 了 . 正 因为 
如 此 , 我 们 才 来 定义 更 一 般 的 结构 : 拓扑 第 构 . 

给 了 一 集合 召 , 我 们 说 , 力 上 定义 了 一 个 拓扑 结构 之, 如 
果 存 在 蔚 的 一 族 子 集 0, 满足 下 面 的 两 条 公理 : 

(O00) 0 中 任意 多 个 集合 的 并 和 集 仍 是 O 中 的 集合 . 
(Os): 0 中 任意 有 限 会 集合 的 交集 仍 是 0 中 的 集 


合 ， 
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(关于 O 的 空 交 与 空 并 的 约定 时 蕴 合 加 及 加 的 空子 和 集 
属于 O)， 

0 中 的 子 集合 称 为 加 类 于 据 扑 结构 完 的 开 集 , 轴 叫做 拓 
扑 空 间 . 
”车 瑟 与 了 是 两 个 拓扑 空间 ,把 加 映 入 了 了 的 映射 了 连 
续 , 如 果 太 的 每 个 开 集 的 逆 像 是 召 的 开 集 . 

前 面 给 出 的 所 有 定义 立即 平 移 过 来 ， 开 集 的 补 集 称 为 闭 
集 ,， 所 以 闭 集 族 六 满足 公理 (8 与 (Z3); 拓扑 结构 着 显然 可 
议 用 召 中 满足 这 两 条 公理 的 子 集 族人 8 来 定义 . 

同样 , 一 个 点 的 邻 域 是 一 个 集合 , 它 包 含 一 个 含有 这 点 的 
. 开 集 ; 集 4 的 接触 点 是 指 它 的 任何 邻 域 上 都 满足 VN 4# 
名; 集合 4 的 闭 包 4 是 4 的 所 有 接触 点 的 集合 . 可 证 闭 集 
是 满足 4= 4 的 集合 . 

两 个 拓扑 空间 瑟 与 己 之 间 的 一 一 且 双 方 连续 的 映射 称 
为 同上 且 . 

这 些 定 义 一 旦 确认 , 就 可 以 提出 许多 问题 , 例如 

集合 马 上 给 出 的 拓扑 结构 能 否 由 如 上 的 一 个 尺度 结构 
产生 ? 

上 面 定义 的 那些 拓扑 结构 的 一 般 性 质 应 该 加 以 什么 样 的 
限制 , 才能 使 之 具有 某 种 特殊 的 性 质 , 例如 Pr 的 性 质 ? 

拓扑 学 作为 一 门 理论 , 其 任务 就 是 回答 这 类 问题 . 


[ 注 」 约定 : 空 交 为 全 空间 妃 ， 空 并 为 殖 的 空子 集 。 一 一 译 者 注 
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第 三 讲 ”与 斥 度 空间 结 铭 
有 关 的 概念 


G. Choquet 〈 索 尔 本 大 学 教授 ) 


M. Revuz 在 其 尺度 空间 的 讲演 中 ， 定义 了 尺度 空间 的 
反扑 结构 ， 以 及 把 一 个 尺度 空间 映 入 务 一 个 尺度 空间 的 映射 
的 连续 性 . 

. 我 在 前 面 讲 数 廊 器 的 时 候 指出 ， 除 连续 性 外 ， 还 有 一 致 
连续 我 们 将 看 到 ， 在 任意 的 尺度 空间 中 ， 这 个 概念 仍 有 意 
义 . 更 一 般 , 我 们 将 研究 尺度 空间 中 集合 的 微小 级 及 其 者 干 推 
论 ， 

尺度 空间 是 具有 距离 d(z, 幼 的 集合 吾 , 这 距离 是 把 防 
映 入 忆 ; 的 映射 , 满足 ; 

1) 车 zy, 则 d(w, 办 >0; 车 z=y, 则 dl(%, 一 0. 

2) d{w, y) =d(y, 2). 

8) gas, WD EAs, H+als, Y). 

定义 1 4 是 尺度 空间 的 子 集 , 当 m VE4 时 ， 距离 &(%, 
y) 所 成 集合 的 上 确 界 8(4) 称 为 4 的 直径 . 

这 个 数 关 0 有 限 或 无 限 ， 

例如 > 平面 圆 盘 的 直径 就 是 普通 意义 下 直径 的 长 ; 等 边 三 
角形 的 直径 是 其 边 长 ; 直线 上 区 间 (ga, 5) 的 直径 是 必 一 a)、 

我 们 恒 有 3(4) =5(4) 吕 ; 仅 当 《是 空 集 或 一 点 集 时 ， 才 

【 注 了 疙 表示 《4 的 闲 包 ， 


* Ja 。 


有 5(4) =0. 
当 4 的 直径 有 限时 ,就 说 4 有 界 . 


1 一 致 连续 


设 了 是 把 尺度 空间 召 映 入 尺度 空间 了 的 映射 。 利用 距 

离 ,了 在 台中 的 连续 性 可 表达 如 下 : 
Ys>0, YE BEB, dm>0 

使 得 。 (dlz, 引 <<”) 药 涵 (dad(f(%w), 了 ())<=2). 

数 wm 与 及 vw 有关 ; 如 果 存 在 这 样 的 wm, 它 与 % 无关, 就 
说 了 一 致 连 续 , 或 者 更 简洁 地 说 . 

定义 2 如 果 对 于 每 个 es>0， 存 在 n>0， 使 得 对 每 个 
4CH, 条 件 86(4) <n 蕴涵 5(f(4))<<s, 就 说 了 一 致 连续 . 

如 果 把 直径 5CfC4)) 称 为 了 在 4 上 的 报 幅 ， 那 么 ,了 的 
一 致 连续 还 可 说 成 : 当 4 的 直径 小 时 , f 在 4 上 的 振幅 也 小 ， 
利用 连续 模 的 概念 , 可 以 把 这 一 说 法 表达 精确 : 设 p 是 定义 在 
[0，coe) 的 数值 增 函 数 ; 如 果 对 所 有 的 %, YE 加 ,有 

GCCo) fF) Ep dL, y)), 

就 说 以 9 作为 连续 模 . 

可 以 验证 ， 了 的 一 致 连续 性 等 价 于 存在 连续 模 p， 使 得 
当 一 "0 时 ,op (一 >0. 

最 常用 的 连续 模 是 线性 函数 p(w 一 kws 当 了 有 这 样 的 连 
续 模 时 ,就 说 f 是 比值 为 8 的 李 普 希 兹 映射 。 于 是 上 面 册 条 
件 成 为 : 

GCf (2), FY)) < hd(%, y). 

例子 1) 若 了 是 忆 上 的 可 微 函 数 ， 导 数 户 满足 | 疡 | < 

k, 则 了 是 比值 为 的 李 普 希 兹 函数 (用 有 限 增 量 定理 证 明 )， 
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2) 4 是 恕 的 于 集 ,soEB; 数 dz, 4) -infd(o, 9) 称 为 
w 到 4 的 距离 . | 

把 吾 肌 入 BB 的 映射 m->a(w，4) 是 比值 为 1 的 李 普 希 效 
映射 . : i 

把 忌 肌 入 玉 的 映射 >|2| 是 一 个 特例 ， 

把 EB? 上 映 入 忆 的 映射 (zm, 9) 一 wy 是 李 普 希 兹 上 映射。 而 
贞 射 (cz，O 一 ”20 则 不 是 ; 相反 ， 如 果 规 定 w 或 y 属 于 R 市 一 
个 有 界 子 集 , 这 个 映射 则 是 李 普 希 兹 映射 。 

易 见 ， 函 数 太 的 一 致 连续 蕴涵 了 在 每 一 点 连续 ， 其 道 不 
真 ; 例如 , 函数 2->w? 连续 ,但 是 关系 


mf (0— y) (+) 


表明 , 条 件 |o_y| <n 并 不 昔 洱 |mm- %l 有 上 界 . 

下 面 的 性 质 留 作 练习 3， 根据 这 性 质 可 以 作出 若干 类 似 例 
”” 设 f 是 一 致 连续 的 数值 函数 ， 定 义 在 如 = 上 上 , .或 者 更 
一 般 ， 定 义 在 尺 的 一 个 凸 集 召 上 . 则 存在 两 个 常数 4 与 
5 之 0, 使 得 对 每 个 zxE 召 有 josalzl 十 六 这 里 | 表示 有 
到 z 的 距离 . 

”一 致 连续 函数 的 复合 

1) 两 个 一 致 连续 函数 的 复合 gof 仍 一 致 连续 . 

2) 车 f 与 9 分别 是 比值 为 hh 和 6s 的 李 普 希 兹 函数 ， 则 
gof 是 比值 为 ubs 的 李 普 希 兹 函数 ， 

应 用 ， 设 f 是 定义 在 加 中 的 数值 函数 ;~ 车 一 致 连续 
(或 者 说 比值 为 8 的 李 普 希 兹 函数 )， 则 |f| 亦 然 、 据 此 ， 容 易 
证 明 ， 若 f 与 9g 是 一 致 连续 (或 李 普 希 兹 函数 )， 则 (f+9)， 
sup(f, 9), inf(f, 9) 亦 然 ， 只 要 ff 或 g 有 一 个 还 在 如 中 有 
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界 , jg 亦 然 . 

两 个 尺度 空间 的 同 构 

我 们 知道 , 空间 的 拓扑 结构 完全 由 其 开 集 确定 , 从 开 集 概 
念 出 发 可 以 得 到 两 个 空间 恕 与 了 的 一 种 辣 构 概念 ， 把 吾 映 
成 的 一 一 映射 了 称 为 拓扑 间 构 更 经 常 称 为 同 胚 )， 如 
果 了 使 召 与 F 的 开 集 互相 映 成 ， 或 者 说 如 果 f 与 了 连 

同样 ， 从 尺度 空间 上 一 致 连续 的 概念 出 发 也 可 以 得 到 一 
种 同 构 的 概念 . z 

定义 8 把 尺度 空间 召 映 成 男 一 尺度 空间 的 一 一 映 
射 卫 称 为 一 致 同 榴 ,如果 了 与 广 : 一 致 连续 ， 

拓扑 同 构 不 必 是 一 致 同 构 ; 例如 ， 把 BB 映 咸 五 的 映射 
2->23 是 同 胚 , 但 不 是 一 致 同 构 . 

因此 ， 在 同一 个 集合 召 上 的 两 个 距离 山 与 da 可 以 确定 
同样 的 拓扑 结构 , 但 不 必 确 定 同样 的 ‘一致 结构 ”"， 要 使 豆 与 
as 在 如 上 定义 同样 的 一 致 结构 ， 充 要 条 件 是 ， 当 i(w, 让 很 
小 时 ，doa(z， 纺 也 很 小 ; dow, 级 很 小 时 , d4(%, 力也 很 小 ， 例 
如 , 车 dd 是 召 上 的 距离 , 对 于 一 致 结构 , 这 个 距离 等 价 于 距离 


二 与 gr(0<a<1); 在 了 3 内 , 常常 使 用 下 列 范 数 决定 的 距 


离 : 
jz| = (oz 或 | 四 | 十 |za| 
或 sup(|wi|, |zl), 

(这 里 za 本 v2 是 2 的 坐标 ) 这 些 不 辣 的 距离 彼此 等 价 . 

正如 把 如 映 入 了 的 映射 了 的 连续 性 只 依赖 于 如, 五 的 
邱 扩 结构 一 样 ，f 的 一 致 连续 性 也 只 依赖 于 百 , 已 的 一 致 结 
构 . ， 
se 54。 
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定义 在 紧 致 空间 上 的 连续 映射 | z 

我 们 知道 , 有 些 连续 函数 并 不 一 致 连 续 ; 例如 ,把 RR 映 入 
尽 的 映射 mn->z?, 这 个 例 中 , 空间 恕 与 不 是 有 界 的 ; 但 是 五 
与 三 有 界 时 ， 也 存在 类 似 的 例子， 例如 , 把 (0， D 映 入 [- 1, 


十 菇 的 映射 n>sin 一 -连续 但 不 一 臻 连续. 


反之 ， 尖 万 紧 致 时， 就 不 存在 类 似 的 反例 ， 这 就 是 下 面 
的 基本 定理 ， 
”定理 1 把 紧 致 尺度 空间 刀 喘 入 任 一 尺度 空间 的 连续 
映射 都 是 一 致 连续 的 . 

证 明 见 关于 紧 致 空间 的 讲演 ， 


2. 柯 西 序列 ,完备 空 : 间 和 逐次 通过 法 
尺度 空间 中 点 列 收 伍 的 概念 涉及 点 列 的 极限 点 . 然而 


“要 知道 一 个 序列 是 否 收 敛 却 不 一 定 要 求 出 它 的 极限 ， 这 一 点 


往往 是 很 有 用 的 . 正 是 柯 西 首先 对 于 实数 序列 得 出 一 个 不 依 
赖 $ 极 限 信 的 收敛 准则 . 
定义 4 设 吾 是 尺度 空间 ， 已 的 点 列 (ou) 称 为 林 西 序列 ， 


如 果 p, g->co 时 ,d (zs, me) 一 0, 换言之 ,如果 对 于 每 个 s>0， 


存在 一 整数 m0, 使 得 关系 9 之 no 蕴涵 d(oo，zo) 之 8 
这 条 件 还 可 理解 如 下 ; 用 于 , 卖 未 集合 {wn，zn+i;…}， 如 
果 w~>oo 时 , 8( 工 ->0, 则 (oo 是 柯 西 序列 . 本 
显然 , 每 一 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 ; 一 般 说 来 , 反之 木 真 ， 
例如 ,序列 革 , 1.4, .4L, … 小 由 十 进 制 分 数 构 成 ， 它 收 伍 于 
~ 32, 在 有 理 数 集 Q@ 内 是 柯 西 序列 , 但 在 @ 内 它 不 收敛 . 
不 过 , 确定 一 种 尺度 空间 , 使 得 柯 西 序列 都 收敛 这 一 点 是 
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很 重要 的 .由 此 有 下 述 定义 : : 

定义 5 如 果 尺 度 空间 恕 中 任何 柯 西 序列 都 收敛 ， 就 说 
如 是 完备 的 ， 

刚才 已 知 有 理 数 空 间 Q@ 不 完备 ; 反之 , BB 则 是 完备 的 , 这 
在 前 面 关于 数 直 线 的 一 讲 中 已 经 说 过 了 
”可 中 柯 西 序列 的 例子 :1) 如 果 (oo 下 降 于 零 , 则 交错 级 数 
如 一 03 十 gs… 的 部 分 和 以 是 柯 西 序列 . 

2) 如 果 级 数 |2| 十 12 十 … 收 伍 ,， 则 级 数 如 十 pa 十 … 的 
部 分 和 5, 是 柯 西 序列 . 

完备 空间 与 非 完备 空间 的 例子 ，1) R 的 每 个 闭 区 间 完 
备 ; 的 每 个 开 集 ( 除 肪 本 身 外 ) 非 完备 . 

2) 欧 氏 空间 户 完备 ， 事 实 上 ， 羽 的 柯 西 序列 在 各 坐标 
轴 上 的 投影 tt 是 柯 西 序列 , 因为 投影 的 结果 使 距离 缩短 了 . 因 
此 , 这 几 个 投影 序列 都 收敛 ， 从 而 所 给 柯 西 序列 收敛 . 

8) 每 一 紧 致 尺度 空间 完备 . 

完备 性 是 一 致 同 构 的 不 变性 

把 刀 映 成 (一 1 +1) 的 映射 w> 工 让 T 二 是 一 同 胚 ， 但 


是 , 它 把 完备 尺度 空间 五 上 映 成 非 完备 的 尺度 空间 (一 4, 十 1)， 
所 以 完备 空间 的 概念 不 是 一 个 拓扑 概念 ， 其 所 以 如 此 ,是 因 
为 同 胚 并 不 总 是 把 柯 西 序列 变 成 柯 西 序列 . 

反之 ， 把 妞 映 入 耳 的 每 个 一 致 连续 映射 一 定 把 吾 的 柯 
西 序列 变 成 柯 西 序列 ， 所 以 两 个 空间 召 与 了 之 间 的 一 致 同 
构 映 射 使 它们 的 柯 西 序列 互相 变换 ， 特别, 吾 与 如果 有 一 
个 完备 , 则 另 一 个 也 完备 . 

因此 ， 尺度 空间 的 完备 性 在 一 致 同 构 映射 下 是 个 变 的 ; 这 
是 一 致 结构 的 一 个 性 质 ， 
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”下 面 是 几 个 有 用 的 性 质 , 它们 的 证 明 留 作 练习 ， 

1) 在 完备 空间 召 中 ， 直 径 趋 于 零 的 任何 非 空 下 降 闭 舍 
序列 (F,) 有 非 空 交集 , 只 有 一 个 点 组 成 这 点 的 每 个 邻 域 都 包 
含 序列 中 的 二 个 集合 

2) 完 各 空间 的 每 个 亲子 集 是 完备 空间 . : 

3) 尺度 空间 的 每 个 完备 于 空间 是 该 空间 的 闭 集 。 ，，、 

公 在 尺度 空间 中 , 两 个 完备 子 空间 的 并 集 与 傈 是 兴 和 
子 空间 . 

一 致 连续 函数 的 开拓 

分 析 学 常 带 担 出 一 个 问题， 把 定义 在 集 刀 中 处 处 码 
子 集 4 上 的 函数 连续 地 开拓 到 整个 召 上 (处 处 秽 密 是 指 巴 
的 每 个 开 集 都 全 有 4 的 点 )， 这 种 开拓 的 可 能 性 乃 是 下 列 定 
理 的 推论 ， 

定理 2 设 万 是 尺度 空间 ，4 是 万 的 处 处 条 窗子 集 ， 
是 把 4 映 入 完备 尺度 空间 万 的 一 臻 连续 映射 ， 于 症 , 六 可 以 
中 一 地 开拓 成 把 妃 映 入 了 的 连续 里 射 ， 开 拓 后 的 史 射 仍然 
一 致 连续 (并 且 与 了 有 一 样 的 连续 模 ). 

下 面 是 证 明 提要 ; 网 

对 每 个 cE 妈 与 每 个 整数 由 令 Bo， I 是 是 恕 中 以 g 为 


心 .元 为 半径 的 闭 球 ， 诸 集合 Po=f(4n B(o 元 )) 构 成 下 
降 闭 集 序列 , 其 直径 趋 于 零 (7 的 一 致 连续 性 ), 所 以 存在 唯一 
的 公共 点 , 记 为 g(%). 
对 于 每 个 pE 4, 有 g(%) ~ (o)， 另 一 方面 , 对 每 个 并 
,gl2) Cd 了) 虽 , 由 此 推出 ，3( 互 ) 一 0 时 ， 本 
->0，、 帮 9 一 致 连续 . 

t 往 」 这 个 包含 式 显 然 丰 成立， 例如 已 一 吾 一 4 时 , g (8B 一 4)F 


"二 5， 


9g(C4n(CB-43) 一 9C9)， 此 外 ， 本 证 明 似 乎 没有 这 样 简单 , 今 据 所 给 线 

”对 于 任何 8>0, 据 了 的 一 致 连续 性 , 存在 SG> 0, 使 得 对 任何 ai,ca6 
A,dr(g1,09) < 列 涵 dr(f(81)，f(43)) 8/5.， 我 们 来 证 明 ， 对 任何 
革 忆 B,6( 玉 ) 二 6/3 区 涵 6(g(Xw)) 过 8, 设 v1 T7236 入,Gr(olz < 二 8/3, 按 
照 gwi) 的 定义 (注意 前 面 竟 练 习 1)， 存 在 my>>3/6， 使 得 ,CC 
BCg(eD,e/5)， 对 于 任何 ye 3 (mm， 记 -), 当 mm 充 分 大 时 ,Bo 翅 ) 
CB{w 计 ) 所 以 


sw -PVAnag 工 )cTCanae Lr 


g(B (zs 污 放 cBCg(zD， 8/6). 
闻 理 ,存在 ms>3/6, 使 得 | 
g{B (2» 二)) CBlg(xa), 8/6). 


了 


少 此 ， 


由 于 4N B (2, 二 (一 土 2), 取 GiE ANB (z,, 2 )， 于 是 
好 af(G1， 09) EA V1) 十 CaOI Wo) -CC ao) <=6, 
从 而 
dr (gH1), 9(59)) SAr(9 C81), FG1)) FAs(Ff (01), f(99)) 
+dr(f a), gC22)) < : 


因此 得 到 dg(2))<s。 最 后 ， 按照 定义 ，g(%w) = limf (an), an€ 


AN B(%, 二 小 Warn(f ln), fF(0n)) 三 9 (dgl4n，0n)) 芒 涵 4r(9 (2)， 


9(9)) 把 (dalz, y)), 可 见 9 和 了 有 同样 的 连续 模 . 
还 应 指出 , 上 述 证 明 中 的 记号 B( za 二) 等 均 遵照 原文 规定 指 闭 


ep 


” 球 , 介 换 成 开 球 后 ,全 部 论证 包括 原文 对 g(z) 的 定义 也 都 仍然 有 效 ， 因 
此 , 原文 规定 B(2 去) 表示 闭 球 似 无 必要 .一 一 译 者 注 
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例子 1) 定义 在 有 理 数 集 Q@ 上 的 o* 可 以 开拓 至 五. 

2) 设 丰 是 定义 在 [0, 1] 上 的 可 微 数值 函数 ， 满 足 | 了 '| 过 
&, 于 是 是 李 普 希 兹 函数 , 所 以 一 致 连续 因此 可 以 开拓 成 
定义 在 [0, 1] 上 的 连续 函数 . 

逐次 通 近 法 

这 里 说 的 是 在 分 析 的 许多 领域 (数值 方程 微分 方程 ， 积 
分 方程 》 中 有 广泛 应 用 的 一 个 有 力 的 方法 , 它 的 长 处 先 在 吾 . 
比 卡 的 工作 中 表现 出 来 ， 这 方法 可 简要 叙述 如 下 : 

首先 , 把 尺度 空间 召 映 入 另 一 个 尺度 空间 的 上 映 射 了 叫 
做 入 压缩 映射 (0<%<<1), 如 果 对 恕 的 任何 两 点 ms wa, 有 
z dr ff (01), fw0s)) Ndy v1, va). 

这 其 实 就 是 比值 为 入 过 1 的 李 普 希 兹 映射 . 

例子 如 是 欧 氏 空间 BR，f 是 比值 为 <1 的 相似 变 
换 . 

定理 3 设 五 是 完备 尺度 空间 ， 是 把 如 映 入 自身 的 压 
缩 映 射 ， 则 方程 s= 了 (zw) 有 唯一 解 a。 对 于 任何 woE 加 ,点 vo 
的 逐次 变换 序列 mw 一 户 (xco) 收 伍 于 c. 

证 明 从 关系 wprz 一 (wy) 推出 , 对 于 每 个 感 对 (wns 
wr) 变 成 点 对 (zi) 。 

因此 4d (ws, wrii) Moms, 2,). 从 头 2 个 这 样 的 关系 
得 

QW, Dal) Nd (vo, m1), 

从 而 den, tts) Bm0, on DIN. 

因 0 入 <1, 故 序列 (ao) 是 柯 西 序列 ， 

著 4 是 (w,) 的 极限 点 , 因 f 连续 , 故 有 

f (9) ~ lim f cu) 
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恤 一 方面 , $441 一 f(z,), 了 到 极限 得 4 一 了 (@). 

这 个 4 是 方程 z=f(w) 的 唯一 解 ， 因 为 车 % 是 另 一 解 ， 

则 有 : 
dl(a, &) =d(f 0, flo)) < (a, o'), 

由 此 4(4, w) 一 0, 故 4=a.. 

注意 ,上述 方法 提供 了 解 < 的 实际 近似 计算 法 , 因为 公 项 
为 Lv ar) 的 级 数 较 之 公 比 为 和 的 几何 级 数 收 敛 得 更 快 ， 
确切 地 讲 , 我 们 有 


de。 wow) =Jim do 1s) <A (vo, 0) 一 二 
区 co 一 一 


有 逼近 序列 的 收敛 还 可 能 更 快 , 例如 , 了 在 a 的 一 个 邻 域 六 
上 的 展 制 是 X( 亡 压缩 映射 ,并且 六 的 直径 趋 于 0 时 和 (YF) 站 
于 0 的 情形 . 

当空 间 如 有 界 时 ，& 的 存在 与 唯一 性 更 明显 ， 因 为 序列 
户 ( 加 ) 下 降 , 且 直 径 志 和 5(B). 

例子 . 1) 加 =Br, f 是 比值 为 <i 的 相似 变换 , 点 & 就 
是 相似 中 心 , 而 相似 中 心 的 存在 就 是 这 样 证 明 的 . 

2) 设 y=f(w) 是 定义 在 有 界 闭 区 间 六 = [a, 人 上 的 可 
微 数值 芒 数 , 值 域 也 含 于 [ec， 妇 内 ,并 满足 

| 产 (o) | 委 和 和 天 1 

把 fc， 妇 映 入 自身 的 映射 了 是 入 迁 缩 映射 ， 逐 次 逼近 法 
可 以 应 用 . 

本 文 不 可 能 来 讨论 这 方法 对 微分 方程 的 应 用 了 . 

尺度 空间 的 完备 化 

上 面 对 完备 空间 的 讨论 表明 提出 完备 空间 是 有 益 的 、 当 
一 种 数学 理论 归结 为 潜 虑 一 个 非 完 备 的 尺度 空间 时 ， 我 们 亏 
平 总 是 要 在 空间 中 添加 新 的 元 素 , 使 之 成 为 完备 空间 ， 理论 
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上 上 讲 , 完备 化 总 是 可 能 的 ; 甚至 在 某 种 意义 下 , 完备 化 还 是 唯 
一 的 ， 确 切 地 讲 , 利用 给 定 空间 互 的 柯 西 序列 ， 我 们 可 以 证 
明 , 存在 一 完备 空间 驴 ， 除 思 构 不 计 外 是 唯一 的 ， 它 包含 一 个 
与 卫 同 构 的 处 处 稠密 子 集 (将 这 子 集 与 互 看 成 一 样 是 适宜 
的 ). 

但 是 ， 如 果 我 们 不 能 指明 添加 到 如 的 新 元 素 ， 那 女 这 种 
抽象 的 完备 化 一 般 没 有 什么 用 处 ;完备 化 的 硬 功夫 就 在 于 明 
确 指出 添加 的 新 元 素 ， 有 时 这 工作 是 困难 的 ”可 是 常常 很 有 
益 , 因为 这 就 表明 理论 发 展 的 自然 背景 是 什么 . 

例子 .1) 设 召 是 [0, 切 上 的 数值 连续 函数 所 成 的 向 量 
空间 , 它 的 距离 由 下 列 范 数 决定 : 


I= | {fF las. 
这 个 尺度 空间 不 完备 ， 相 应 完备 空间 如 的 元 素 是 [0, 二 
上 勒 贝 格 可 积 函 数 〈 两 个 函数 只 在 一 零 测度 集合 上 不 同时 视 
为 一 样 ). 
用 下 面 的 范 数 | 
l= | fa 
代替 上 面 的 范 数 可 以 得 到 一 个 类 似 的 例子 , 
这 时 新 函数 是 平方 可 积 的 可 测 函 数 . 


2) 设 五 是 定义 在 尼 内 ， 在 一 紧 信之 外 为 的 连续 要 
极 数 责成 的 向 量 空 间 , 其 范 数 定义 为 


1:=])[(8) +( 绿 ) mw 


由 此 得 到 召 上 的 距离 。 尺度 空间 如 不 完备 ; 为 完备 化 而 添 
加 到 恕 的 元 素 是 具有 若干 有 趣 性 质 的 新 函数 . 
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3. 一 致 收敛 的 拓扑 结构 


迄今 , 我 们 都 是 研究 一 个 函数 的 性 态 ; 进一步 可 以 研究 函 
数 族 的 性 态 ， 这 方面 的 研究 开宗明义 第 一 一 章 就 是 函数 序列 到 
点 收敛 的 概念 . 

定义 6 设 f 和 fw=1, 2, …) 是 把 集合 召 映 入 拓扑 
空间 万 的 映射 , 如 果 对 每 个 wE 恕 ,有 fo) 一 zc) ,就 说 序列 
f。 逐 点 收敛 于 f. 

虽然 这 种 收敛 方式 在 数学 上 曾经 起 过 重大 作用 ， 现 在 也 
仍然 有 其 一 席 之 地 ， 但 是 按照 不 同 的 需要 还 建立 了 另外 一 些 
收敛 方式 , 至 今 仍然 有 用 ( 见 以 下 各 例 ). 

事实 上 , 当 我 们 讨论 逐 点 收敛 的 函数 序列 的 图 象 时 , 会 发 
现 这 种 收敛 未 能 把 我 们 对 收敛 的 直观 概念 恰当 地 表达 出 来 . 

例如 , 设 ,是 [0, 菇 上 的 数值 函数 , 定义 如 下 : 

[mw(i—m%)， 当 »€|0, 二 ], 
0, 当 zE (二 , 1|. 

序列 户 逐 点 收敛 于 函数 了 =0， 但 户 的 图 象 却 不 收敛 了 
ff 的 图 象 , 所 以 我 们 要 引入 一 种 新 的 收敛 方式 : 

定义 了 设 f 和 (n=1, 2, …) 是 把 集合 如 映 入 尺度 
空间 了 的 映射 ， 如 果 对 每 个 s>0, 存在 一 整数 mo, 使 得 对 于 
每 个 nE 恕 ,与 每 个 n>no, 有 dad(f (vw)， (0)) 过 ,就 说 一 
致 收敛 于 f. 

在 上 面 的 例子 中 , 户 不 一 致 收 伍 于 0。 故 逐 点 收敛 不 区 
涵 一 致 收敛 ， 即 使 函数 f 与 f, 连续 , 或 者 五 是 紧 致 集 ， 或 者 
f。 有 界 亦 然 . / 


。 160 。 


”区 之 , 一致 收 全 显然 蕴涵 逐 点 收敛. 

注意 一 个 重要 事实 . 上 而 的 定义 未 假定 定义 域 忆 有 拓扑 
结构 , 但 芭 要 求 值 域 了 是 尺度 空间 . 

一 至 收敛 的 尺度 结构 与 拓扑 结构 

设 SH, BF) 是 把 如上 映 入 了 F 的 映射 所 成 的 集合 (为 简单 
计 , 假定 空间 有 界 )， 我 们 可 以 在 $$, 中 引入 距离 ， 使 
得 对 一 致 收敛 的 讨论 更 如 直观 .更 加 方便 

设 f 与 g 是 把 如 上 映 入 F 的 两 个 映射 ， 如 时 对 于 每 不 
wED, 有 d(f (ew), 9(%)) <s, 就 说 与 了 是 5 相近 ; 这 些 s 中 
的 最 小 数 称 为 f 与 9 之 则 的 距离 ， 也 就 是 


dp 9) ~supalf (0), g(o)). 


容易 验 明 , 4(f, 0 的 确 是 个 ( 吾 ， 下 上 的 距离 ; 人 (8B, F) 
上 这 样 定 义 的 尺度 称 为 一 致 收敛 尺度 . 

现在 可 以 对 一 致 收敛 给 一 个 方便 的 解释 ， 序 列 (f,) 一 致 
收敛 于 于 等 价 于 qd ，j 一 0， 换 句 话说 在 全 (如 ， 四 中 的 加 
列 (f。) 收 敛 于 点 f. 

注意 , 如 果 把 万 的 尺度 换 成 另 一 个 (关于 一 至 结构 ) 等 价 
的 尺度 ， 那 么 在 和 S$(B, 了 ) 上 得 到 的 两 个 尺度 也 是 等 价 的 ， 所 
以 ， 一 至 收敛 的 概念 只 与 也 的 一 至 结构 有 关 ， 
”连续 函数 的 一 致 极限 

如 果 我 们 现在 假设 定义 域 空间 召 具有 拓扑 结构 ， 那么 就 
可 以 研究 一 致 收敛 对 连续 函数 的 作用 . 下 面 的 基本 定理 的 证 
明 留 作 练 习 ， 

定理 4 设 召 是 拓扑 空间 ,了 是 尺度 空间 . 如果 把 喘 
入 了 的 连续 映射 序列 一 致 收敛 于 映射 7, 则 了 连续 . 

例子 役 (w4) 是 10, 1] 上 的 连续 数值 函数 序列 ， 对 于 每 
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个 zz 满足 lw(o) j < 和 wm. 并 且 级 数 了 co 收敛 , 则 级 数 3 人 c) 一 
致 收敛 〈 即 部 分 和 序列 Su Co) 一 至 收 全 )， 其 和 是 一 连续 函 
数 . : 1 


级 数 3 去 cos(2"%) 即 是 一 例 . 


注意 ， 对 于 逐 点 收 全 没有 类 似 定理 ， 例如 ， 可 以 构造 上 
的 连续 函数 序列 ， 逐 点 收敛 于 一 个 函数 大 2 一 0 时 Je) =0, 
“0 时 f(w) =I 

和 有 一 致 收 合 尺度 的 连 生 画 数 所 成 的 空间 在 数学 上 有 重 
大 的 作用 ， 特 别 , [0， 1 上 的 连续 数值 函数 空间 O[0， 了 最 常 
用 ; 这 是 体 访 上 的 (无 限 维 ) 向 量 空间 ， 它 的 一 致 收 化 尽 度 由 
范 数 | 一 sup | 了 Co) | 产生 ， 对 于 这 个 尺度 , 它 是 完备 的 ; 容 


饭 证 明 它 不 是 局 部 紧 致 的 . 


4 结 论 


本 文中 我 们 碰 到 几 个 概念 西数 的 一 致 连续 ， 柯 西 序列 ， 
完备 空间 , 一致 收敛 ， 

这 些 概念 都 是 从 空间 的 尺度 出 发 定义 的 ; 不 过 我 们 已 经 
指出 , 将 尺度 换 成 一 致 同 构 的 尺度 后 ,它们 是 不 灾 的 , 所 以 , 这 
些 概念 不 是 祥 度 概念 , 可 以 期 望 推 广 到 非 尺度 空 间 . 

实际 上 ， 对 于 拓扑 群 或 者 更 一 般 的 所 谓 一 致 空间 都 可 以 
定义 一 些 类 似 的 概念 ， 拓 扑 群 是 指 一 个 群 ,具有 拓扑 结构 , 使 
得 映射 2->2-1，(w, y) 一 vw*y 连续 ， 一 致 空间 是 指 具 有 某 种 
结构 的 集合 , 满足 与 尺度 空间 相应 的 儿 条 公理 , 使 我 们 可 以 界 
说 所 有 子 集 的 微小 级 . 
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第 四 讲 某 些 函数 空间 、 
与 收敛 方式 的 研究 


J. Dixmier: ( 沉 尔 本 大 学 者 岳 ) 


在 前 面 有 关 白 搜 空 间 的 那些 讲演 中 ， 我 们 是 从 一 个 实例 
(实数 集 ) 出 发 , 从 而 上 升 到 一 般 的 公理 ， 按照 历史 上 的 发 展 ， 
还 需要 分 析 实 数 以 外 的 一 些 例 子 ， 然后 才能 建立 抽象 的 理论 ， 
其 中 , 某 些 很 重要 的 例子 是 函数 空间 提供 的 , 及 谓 画 数 绎 启 就 
全 记 汝 作为 元 素 的 空间 ， 辐 数 空间 在 十 九 世 纪 来 就 开航 
入 研究 子 .. i 

本 文中 ; 我 们 只 给 出 几 个 函数 空间 的 例子 ， 据 以 六 述 前 面 
儿 讲 中 提 到 的 某 些 一 般 概念 . 我 们 不 讲 有 有关 画 数 空间 的 任何 
一 般 定 理 . 


第 一 个 例子 


用 0O 表示 定义 在 o<z<l 上 的 实 信 连 续 函数 了 的 
. 著 fE0, gE0, 我 们 仿生 
~ al(f,9 -sop, |f (2) — gCo) |. 
我 们 证 明 是 0 上 的 距离 为 此 必须 验 明 下 列 性 质 ; 
1) 对 任意 的 f, gE0, 0<a(f, 9)<o0, 
2) ad(f, 9) =0 的 充 要 条 件 是 了 一 9. 


[ 注 】 注意 ，9(%) 一 \f (%) -9(%) | 在 一 个 闭 区 间 上 有 上 确 界 , 用 sup 9(2) 
Wi 1 
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‘地 . 
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8) 对 任意 的 f, g€0, d(f, 9) =dlg, 了 ). 
4) 对 任意 的 f, g, REO, da(f, kh)<d(f, 9g)+al(yg, h). 
人 性质 1)、2)、3) 是 明显 的 . 从 全 中 9, REC， 刚 对 任意 
钓 wE [0, I] 有 
Lee) — hls) [Ta ya | + | 9%) RC) 
< sup |f (2)—g(%) | 十 sup， 19 (2) — | 


=d(], 人 十 eg 用. 
因此 ， df,. WD +dly, 有 对 任意 “是 | 了 (6) 一 一 Ne) 的 上 
办 ,所 以 是 ， SUP |f (2) — -hw) | =a(, 及 的 上 界 。 这 就 证 明 


了 性 质 爷 . : 

于 是 ,就 尺度 空间 讨论 的 所 有 概念 都 适用 于 空间 0， 我 
们 说 , 当 n>co 时 , O 的 函数 序列 记 趋 于 JEO, 表 成 2CHo 放 
->0, 意 思 是 : 对 每 个 s>0, 存 在 一 整数 ,使 得 关系 >>N 草 
涵 d(f, 有) 一 gup | 人 ) 一 /Go |<s。， 我们 再 考察 一 下 太 


一 致 收敛 于 了 的 意义 . 

设 (J,) 是 0 的 函数 序列 .微分 学 中 有 一 个 经 典 定理 , 叫做 
柯 西 准则 , 给 出 了 .f, 一 致 收敛 的 充 要 条 件 如 下 ; 对 每 个 s>0， 
存在 一 整数 ,使得 只 要 m>， n 之 7， 则 对 任何 2& [0 1 
有 |fm(2) 一 f(z) | <s ( 换 名 话 讲 ，sup |fa(2) 一 f,(w) |<a， 


环 即 (fm, jw 过 s 光 9、 于 是 (Jo 一 致 收敛 的 充 要 条 件 可 说 成 ; 
序列 (j) 是 空间 C 中 的 柯 西 序列 . 另 一 方面 ， 又 一 个 经 典 定 
理 告诉 我 们 , 连续 函数 序列 的 一 一 致 收敛 极限 是 连续 函数 ， 由 此 
可 证 CO 是 完备 空间 . 

定义 在 空间 C 上 的 实 值 函 数 是 什么 意思 ? 这 是 一 个 西 
数 4, 对 于 每 个 JEO, 它 对 应 一 个 实数 4 六。 函数 4 在 C 
“164. 


上 连续 意思 是 ， 当 广 一 致 收敛 于 了 时 ， 实 数 4( 户 ) 在 通常 意 
义 下 赵 十 4(7). 

例子 . 1) 令 4(1) -| .fc)dz。 根据 一 个 经 典 的 定理 ， 
4 是 O 上 的 连续 函数 ，2) 令 4( 了 ) f(D 显然 4 是 0 上 
的 连续 函数 . 

现在 考察 把 O 映 入 O 的 映射 , 即 变换 g 一 多 (用 对 于 每 
个 1 EO, 它 对 应 一 个 gEO， 了 连续 的 意思 是 ; 当 所 一 致 收 全 
于 玫 时 ,了 (J 一致 收 率 于 于 (f)。 例子 ，1) TD( 用 一 Jof; 这 
里 是 一 个 国定 的 连续 函数 ， 显然 , 了 连续，2) g= 了 (7) 
定义 如 下 : 


g(a) -| eo™f (Way. 


9 是 连续 函数 , 我 们 证 明了 连续 设 序列 EO 一致 收 化 于 
fE0，gn= 了 (fo) ,9 一 了 《(f)， 我 们 有 : 


gC) —g Co) | ~ | efol) dy—f ef Way. 


<| ef FW lay<e gap, (fly) —f 9)| 


=ed(f,, f), 
所 以 ,dlgn, 9) ed (fs, J， 这 就 证 明了 gr 一 致 收敛 于 9. 


2. 第 二 个 - 例 子 
仍 耻 上 面 的 集合 0， 对 于 fEO, gE0, 令 
@(f, 9) ~ {1f (0) —g0) an. 
我 们 证 明 df 是 O 上 的 一 个 距离 ， 上 例 中 的 性 质 巧 ，3)， 


8 是 明显 的 ， 三 角形 不 等 式 也 易 证 : 因为 对 每 个 w& [0, 二 有 
-165 。 


1 四 -MoI<HGO-gGoO1+lgO 一 Mo 故 
[OA A 


+| lg 人 一 Mo) law, 


即 da(f, Dd(f, 仿 二 dg 内. 


这 样 ,同一 函数 集合 O 具有 第 二 个 尺度 空间 结构 . 为 区 
别 计 ， 我 们 用 0" 表示 新 得 的 尺度 空间 。， 在 C 意义 下 的 收 全 
称 为 平均 收敛 . 车 连续 函数 列 f, 在 O 的 意义 下 收敛 于 f, 即 一 
致 收敛 于 连续 函数 f， 则 记 在 C 的 意义 下 收敛 于 J， 因为 


| 六 (从 一 Fo) | 一 致 趋 于 0, 故 [1,2) 一 fo) |dw 趋 于 0. 然 
而 其 逆 不 真 , 如 下 例 所 示 ; 设 (za) 一 mm, 了 (w) 一 0 则 
ofr -fra oii 一 0 Go 二 co)， 
故 记 在 Or 的 意义 下 趋 于 方 但 是 , 户 不 一 致 趋 于 户 因为 
SB 0 FO | ER 

因此 ,在 O 上 存在 两 种 自然 的 收敛 概念 (其实 有 无 限 多 ， 
我 们 就 不 谈 了 )， 在 函数 空间 中 这 种 现象 是 很 常见 的 . 

现在 证 明 0' 不 是 完备 的 ， 定 义 连续 函数 六 如 下 


0， 当 0<w< 记 一 二 ， 
fn (2) -| 


2 
1 ,1 
当 可 十 元 入 02]， 
当下 一 过 sz<< 豆 十 元 时 ， 姑 (四 是 线性 函数 ， 
“I66 。 


一 一 一 


| 
设 Jo) -1 吝 ， 当 ow~ 喜 ， 


则 | 1,0) 一 f(D)1do- 享 >0. 族 
A DI EACORRACILS 
< 人 If -fo) ldot+ | Go -fre) lao 


所 以 ， 序列 (f,) 是 柯 西 序列 假定 存在 一 个 连续 画 数 g 使 得 
d (fw, 9) 一 0 则 由 三 角形 不 等 式 得 


-sla Of la 
+ 人 DG ~g (0) laz, 
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上 述 不 等 式 右 端 ， 当 mw > 十 ce 时 趋 于 0， 故 证 得 || 了 (2) 一 
g(o) ldo 一 0、 然 而 jc) 一 g(w) 除去 w= 却 外 连续 , 故 汪 与 g 
只 在 2 一 于 处 不 同 ， 记 以 , 0<o< 壮 时 g(x) -0 到 <osl 
时 g(o) = 这 与 g(w) 在 = 一 志 处 连续 相 矛 盾 . 


(通过 添加 新 函数 ， 例 如 添加 上 面 的 f, 将 C/ 扩大 ， 便 可 
得 到 完备 空间 ， 这 是 引入 勒 贝 格 意义 下 函数 可 积 的 手法 ). 

再 取 第 一 个 例子 中 考察 过 的 函数 4( 了 ) ~J (1) 、 这 函数 
在 0' 上 不 连续 .事实 上 , 设 /,(z) =w, 则 在 0' 中 fi>0， 然 
而 , 4(f) ~ 到 (DD 一 1 不 趋 于 4(0) -0、 反 之 ,函数 4(] ~ 


| .7 Ga 在 Cr 上 连续 ， 因 为 , 如果 所 平均 收 化 于 f, 则 有 
IAC —API -1 fdas—| fe) dnl 
<{ sw) 一 fo) ld 一 wo f)—>0, 
明 所 欲 证 . 


3. 第 三 个 例子 


用 DD 表示 定义 在 0<w<1 上 有 连续 导数 的 实 信函 数 
fw) 的 集合 (对 于 w==0 是 指 右 导数 , 对 于 w==1 是 指 左 导数 ). 
车 f 了 ED, gED, 令 

6(f, 9) sup | 7 人) 一 9(2)| 十 soap | 万 (o) 一 9 (2)|. 

立即 验 明 距离 的 涉 三 条 人 性质。 三 角形 不 等 式 由 下 列 关 系 

推出 
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|f (0) 一 Go) | 十 | Fe) 一 入 | 
< If 2) —gr2)|+|g(%) — hw) | 
十 | je) 一 go) | 十 ge) 一 大) 
< sup | /wo 一 9g(o) | taup | 六 (2) 一 go | 
+ sap |9 C0) —h(e) | + sap 二 的 一 -ol 
-6(f, 9) +8(g, h). 
记 以 DD 是 尺度 空间 ， 
”西数 序列 ;ED 收 全 于 醒 数 ED 的 意思 是 ， 人 一致 收 
和 钱 于 了 ,以 及 形 一 至 收敛 于 六 (根据 3(f,, 了 ) 的 定义 )， 
空间 卫 是 完备 的 。 因为; 设 (万 ) 是 也 中 的 柯 西 序列 ,， 则 
序列 (fm 与 (jw 满足 柯 西 准则 , 故 一 致 收 伍 于 与 岂 . 一 个 经 
典 定理 断定 g 一 .因此 ,所 在 了 D 的 意义 下 收敛 于 六 


对 于 每 个 JED, 令 4(f) ~ 了 (3 )， 则 4 是 轧 上 的 连续 
函数 ， (但 是 , 如 果 只 是 DD 的 函数 序列 一 致 收敛 于 DD 的 了 则 
4( 及 不必 收 敛 于 4(f).)D 上 的 这 个 连续 函数 4( 月 , 就 是 
洗 瓦 兹 在 其 < 分布 论 > 中 所 谓 的 双重 泛 画 . 

“4. 第 四 个 例 于 


在 复 平面 上 , 设 4 是 由 不 等 式 jz| <1 确定 的 开 圆 盘 。 令 
五 是 函数 f(z) 的 集合 ， 其 中 了 (2) 是 4 上 的 全 纯 函 数 ， 满 足 


用 14r<oolao 表示 4 内 的 面积 元 素 )， 对 于 了 E 卫 与 
gE 忆 ,全 
a(f, 9) -|l#® —g(2) 1do. 
4 
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如 同 前 画 那 些 例 手 一 样 ， 可 以 验证 @4 是 距离 (注意 ， 因 为 
fxlac<ce jglac<co, 故 az 凡 <co), 所 恰 吾 是 尺 


度 空间 ， 互 中 由 此 产 从 的 收 剑 也 称 为 平均 收敛 ， 与 第 个 例 
子 不 同 , 下 面 要 证 明 豆 是 完备 的 . 
首先 证 明 , 如 果 了 E 互 , 则 对 每 个 复数 || <a<1 时 ， 
我 们 有 
Oscar 由 Ole 
令 及 与 二 分 别 表示 中 心 为 &， 半 径 为 了 的 圆周 与 开国 
盘 ; 对 于 <<I 一 必 它们 食 于 4 内 , 令 s 一 5 十 re 便 得 ， 


an OF | 8 |< E11 


-| 10. 
由 此 得 : 
Jfisw lac=)f lr la -| Geapmg 


>| .317G) [pap=wr’| f(€)1. 

由 于 上 涉 对 任意 的 r=<1i 一 a 成立 , 故 得 证 (DD). 
现 设 (f) 是 互 中 的 柯 西 序列 . 对 每 个 满足 0 所 a<1 的 
数 6, 令 忆 。 是 中心 为 0, 半径 为 < 的 闭 图 盘 ， 根 据 b 有 

a(fn, fo)>r 0) fn(C)—fle)|, ED,. 

所 以 , f, 在 整个 Ds 内 一 致 收敛 于 一 函数 ,根据 外 尔 斯 特 拉 
斯 定理 , 此 泡 数 了 在 4 内 全 纯 ， 此 外 , 对 每 个 s 盖 0, 存在 正 整 
数 人 ,对 于 ma mn 宕 六 以 及 任意 的 oa 二 1 有 


人 | fm (2) —fn(%) lado<s, 
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扬 以 ,对 于 mw>> 六 以 及 任意 的 < 工 有 
Jlf -flar<s, 


Da 


因此 ,对 于 n>, 我 人 有 [了 的 一 的 14o<s， 故 gCf 
旋 ->0 即 帮 在 空间 瑟 内 站 于 了 : 


65. 第 五 个 例子 


设 B 是 定义 在 区 间 [0, 1 上 的 所 有 实 值 西 数 jc) 的 集 
合 。B 上 最 基本 的 收敛 方式 是 逐 点 收 伍 : 如 果 对 每 个 mE [0， 
1], (2) 趋 于 g(z) 就 说 了 趋 于 9。 我 们 将 证 明 , 在 BB 上 不 可 
”能 定义 出 一 个 距离 , 使 得 相应 的 收敛 是 逐 点 收敛 ， 这 就 表明 ， 
拓扑 学 不 应 该 只 研究 尺 庭 空间 、 
连续 函数 的 集合 O 包含 在 BB 中 ， 设 Ca 是 下 述 函 数 fE 
B 的 集合 ,这些 了 是 0 中 函数 序列 逐 点 收敛 极限 ，Ox 中 的 画 
数 就 是 所 谓 的 第 一 类 秀 数 ， 可 以 证 明 , 这 里 我 们 权 且 承认 : Oz 
中 的 函数 至 少 在 一 点 连续 G， 要 是 逐 点 收敛 可 以 由 距离 定 
义 , 则 O 就 会 是 B 中 的 闭 集 , 即 04 是 0 在 B 中 的 闭 包 ， 然 
而 , 我 们 却 可 以 造 出 O 的 函数 序列 (f), 逐 点 收敛 于 不 在 04 
中 的 一 个 函数 Jf， 作法 分 下 列 几 步 完 成 : : 
a) 函数 fEB 除 了 在 一 点 处 等 于 1 外 ,处 处 为 0, 这 样 的 
”了 属于 0;( 例 如, 是 一 序列 逐 段 线性 连续 函数 的 逐 点 收敛 极 
[ 注 】 有 了 G2, 就 可 以 定义 “第 二 类 函数 ”, 即 是 CI 中 一 函数 序列 的 之 点 收 全 
极限 ， 这 些 函 数 的 集合 记 为 Ca "…*， 一 般 可 以 对 任何 序数 a 定义 Cc. 


这 是 法 国 数 学 家 贝尔 《R. Baire) 提出 的 函数 分 类 概念 ， 正 是 贝尔 证 明 
了 : 和 中 任何 函数 的 连续 点 构成 [6, 了 的 处 处 秽 密 集 。 一 一 详 者 注 
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限 ). : 

b) 函数 fEB 除了 在 有 限 多 个 点 处 等 于 1 外 ,处 处 为 0， 
这 样 的 了 属于 Ca (了 是 有 限 少 
个 @) 型 函数 的 和 ). 

0) 设 (ra ra …) 是 排 成 
一 序列 的 有 理 数 集中 ， 记 是 除 
了 在 点 ri，yra，…，Y 等 于 1 
外 , 处 处 为 0 的 函数 , 则 对 每 个 
n, E Ca. 

d) 序列 (f,) 逐 点 收敛 于 一 个 函数 了 (w)，% 为 无 理 数 时 ， 
flw) 一 0; z 为 有 理 数 时 , f(w) 一 1. 这 个 了 没有 任何 连续 点 ， 
所 以 不 属于 O04. 

在 下 面 一 讲 中 , 我 们 将 看 到 ， 可 以 在 上 定义 一 个 拓扑 
结构 , 使 得 相应 的 收 仑 就 是 逐 点 收 化 . 


[注册 为 大 0 与 工 之 闻 的 有 理 数 集 是 可 数 的 ， 所 以 可 以 排 成 序列 。 
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第 五 讲 “一般 拓扑 的 概念， 
拓扑 空间 的 构造 法 


Ch. Piaot (〈 案 尔 本 大 学 教授 ) 


为 了 研究 极限 与 连续 的 概念 ， 需 要 定义 一 个 元 素 的 邻近 

鞍 素 。 现 在, 我 们 已 经 知道 , 有 了 距离 dg(c, w'), 就 可 以 给 出 
这 样 的 定义 。 如 果 数 列 (co wz) 赵 于 0, 就 说 加 趋 于 z。 因 
此 , 这 一 概念 用 到 了 实数 集中 极限 的 概念 ， 然 而 , 有 一 些 性 质 
与 实数 无 关 ; 另 一 方面 , 有 些 极限 概念 , 即使 很 简单 , 却 不 能 用 
距离 来 定义 ,所 以 就 要 求 提 出 一 个 更 一 般 的 概念 元 素 的 “ 邻 
域 ”. 
”例如 , 考虑 定义 在 区 间 [e, ] 中 的 函数 ww(w) 通 常 的 收敛 
概念 。 如 果 对 每 个 zE [a, 于 ， 数 w(z) 趋 于 0， 就 说 如 趋 于 
0。 如 果 对 函数 w(o) 的 集合 不 加 任何 限制 ,这 就 表达 了 关于 
” 画 数 w 的 不 可 数 无 穷 多 个 独立 条 件 ， 容 易 证 明 , 不 可 能 找到 
定义 在 函数 w 的 集合 中 的 一 个 距离 ， 使 我 们 可 以 定义 函数 w 
和 趋 于 0.， 

在 我 们 界定 函数 了 (4%) 在 wo 处 连续 之 前 ， 已 经 知道 连续 
性 可 用 下 列 方式 定义 ， 区 疗 (f (ao) 一 和 ,fw0) 十 nn) 的 道 像 包 
含 一 个 区 间 (wo 一 8, se 十 8).。 任何 集合 ， 如 包含 一 个 含有 mm 
的 开 区 间 , 就 称 为 m 的 “ 邻 域 ?” 因此, 车 fvo) 的 任何 邻 域 的 
逆 像 都 是 zo 的 邻 域 ， 则 了 (9) 在 vo 处 连续 
因此， 我们 定义 邻 域 时 开 集 占有 重要 的 地 位 ， 在 尺度 空 
闻 恕 的 情形 , 开 集 O 可 以 定义 如 下 : 如 果 对 于 O 的 每 个 元 素 
vo, 存在 一 数 p>0, 使 得 所 有 满足 do, wo)<p 的 = 都 属于 O， 


» Aid 


则 O 是 开 集 .根据 三 角形 不 等 式 , 任何 集合 {zld(c， so) 二 p} 
都 是 开 集 。 这 些 开 集 满足 下 列 三 条 与 距离 无 关 的 性 质 . 

0;， 任 意 ( 有 限 或 无 限 多 个 ) 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

0s， 任 意 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

0a: 了 与 BG 是 开 集 . 

就 加 而 言 ,Os 是 明显 的 ; 对 于 所 则 是 规定 ， 对 于 0，, 要 
注意 “有 限 ” 一 词 是 少 不 得 的 ， 这 是 因为 ,， 若 考虑 开 集 {|&(w 
wo0) 二 8a} ,这 里 ss->0,; 设 它们 有 公共 点 思 坟 co 则 有 

qz Vo) Bn 才 Qi v0) =0, Vi wo, 
”至 于 O01 几乎 是 明显 的 . 

在 任意 集合 如 中 , 如 果 我 们 确定 了 如 的 一 族 子 集 , 满足 
OJ,，0s, 0s， 就 说 在 召 中 定义 了 一 个 拓扑 结构 ,或 者 说 召 成 
为 一 个 拓扑 空间 ， 这 些 子 集 称 为 召 的 “ 开 集 ”. 

例子 ” 考 碟 仅 由 召 及 名 构成 的 集 族 ， 它 清 尼 OQ1，0s 与 

.相应 的 拓扑 称 为 最 粗 的 拓扑 . 

- 男 一 例子 : 设 妃 是 全 序 集合 ， 所 有 满足 mg<a 或 G<w<< 
2, 或 2>20 的 元 素 g 的 集合 称 为 “ 开 区 间 ”, 开 集 就 是 有 限 多 个 
或 无 限 多 个 开 区 间 的 并 集 . 

比如 , 考虑 一 个 单调 函数 f(z).， 我们 知道 , 对 每 个 %, 存 
在 右 极限 f(w-+0) 与 左 极 限 jf(w 一 0)。 于 是 , 把 的 每 个 实 
数 > 换 成 两 个 量 , 分 别 记 作 “十 0 与 4 一 0, 就 从 且 得 到 一 个 集 
合 召 , 依 下 列 序 关 系 成 为 全 序 集 : 车 在 请 内 zz 达 w” 则 在 召 内 
ww 十 0<w 一 0; 又 2 一 0 过 w 十 0。 这 就 定义 了 召 中 的 开 集 ,， 从 而 
定义 了 一 个 拓扑 结构 . 

从 开 集 的 概念 出 发 , 可 以 定义 邻 域 的 概念 ”任何 集合 , 如 
淋 包 含 一 个 含有 元 素 wE 召 (或 子 集 4C 名 ) 的 开 集 时 ， 就 称 为 
2( 或 子 集 4) 的 邻 域 ， 
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这 概念 表明 开 集 是 其 每 一 点 的 邻 域 , 反之 亦 然 ; 任何 集合 
A4, 如 果 是 它 每 一 点 的 邻 域 , 则 4 是 开 集 。 事实 上 , 若 % 是 4 
的 一 点 , 则 存在 一 个 开 集 O。 含有 % 且 含 于 4 4 显然 是 扬 有 
这 些 O。 的 并 集 , 故 4 是 开 集 . z 
: 由 此 推出 ， 如 果 知 道 了 空间 万 中 每 一 点 的 邻 域 ， 那么 也 
就 知道 卫 的 所 有 开 集 ， 换 言 之, 同一 集合 上 的 两 个 拓扑 结 
构 如 果 产 生 同 样 的 邻 域 系 , 那么 这 两 个 拓扑 结构 是 恒 同 的 ， 

邻 域 具有 下 列 性 质 , 也 可 以 作为 出 发 点 来 定义 拓扑 结 构 : 

Vj，s% 的 每 一 邻 域 合 有 %. 

Js。。 每 个 包含 zx 的 一 个 邻 域 的 集合 是 mw 的 邻 域 . 

[ “的 有 限 多 个 邻 城 的 交 祭 是 ”的 信 城 

: 车 亚 是 2 的 一 邻 域 , 则 存在 % 的 邻 域 玉 ,使 厂 含 于 

V, 站 玉 是 厂 的 每 一 点 的 邻 域 . 

性 质 斑 , 说 明 这 样 一 个 事实 : 任何 一 点 ， 如 果 与 2 充分 邻 
近 的 点 充分 邻近 它 本 身 就 与 4 邻近、 这 性 质 代替 了 尺度 空 
间 中 的 三 角形 不 等 式 。 为 证 明 FF， 只 需 取 含 于 下 且 含有 名 
的 开 集 作 本 即 可 . 

我 们 指出 (但 不 详 述 ), 引入 也 的 开 集 关于 万 的 补 集 , 再 
以 得 到 一 族 集 合 ， 称 为 “ 闭 集 ”也 可 用 来 定义 耳 的 拓扑 纺 
构 . 

“连续 和 极限 把 拓扑 空间 也 吴 入 拓扑 空间 柬 的 映射 了 务 
为 在 召 的 一 点 wo 处 连续 , 如 果 对 于 了 (wo) 在 万 中 的 每 个 邻 域 
WW， 存 在 ww 在 耳 中 的 邻 域 人 了 ， 使 得 f(TV) 合 于 玉 ， 或 者 说 ， 
了 (wo) 在 了 中 的 每 个 邻 域 全 的 逆 像 f-1(W) 是 wo 在 轧 中 的 邻 
域 。 如 果 英 射 了 在 妃 的 每 点 连续 , 就 说 在 且 上 连续 ，f 在 
召 上 连续 的 充 要 条 件 是 : 了 的 每 个 开 集 Or 的 逆 像 -1(Oz) 是 
妃 的 开 集 Os。 事实 上 , Os 是 其 各 点 的 邻 域 ， 因此 , 若 了 在 刀 
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上 连续 ， 则 广 !(Or) 是 其 每 一 点 在 召 中 的 邻 域 ， 所 以 是 媚 中 
的 开 集 ， 反 之 , 对 五 的 每 一 点 4& 以 及 Ju) 的 每 一 人 印 域 矿 , 存 
在 开 集 Orz 含有 fo 有 目 含 于 到 .车 对 每 个 Ox, 广 (On 一 Op， 
则 多 含 于 Og 故 f*(W) 包 全 Oz, (WV) 是 久 的 邻 域 ， 从 而 了 
连续 . 

我 们 说 , 序列 .ww 趋 于 ww 如 果 对 公 的 每 一 邻 域 六， 存在 一 
整数 人 = 和 (六 ,使 得 ”> 和 蕴涵 心 属于 三 ， 遗憾 的 是 一 个 
序列 可 能 不 上 一 个 极限 , 例如 , 按照 最 粗 的 招 扑 结构 , 每 个 色 
都 是 任何 序列 的 极限 ， 因 此 有 必要 特别 提出 下 列 拓扑 空间 . 

隔离 空间 (或 豪 斯 道夫 空间 ) 五 称 为 隔离 的 ， 如 果 它 的 
邻 域 满足 下 列 条 件 : 

S， 加 的 两 个 不 同 的 点 具有 两 个 不 相交 的 邻 域 . 

例子 加 是 全 序 集 、 设 w<w' 是 两 个 不 同 的 元 素 , 4 与 8 
”使 得 4a<z<w'<2b. 

1° 存在 c 使 得 rz<c<w， 于 是 (c，oc) 与 (co，D) 是 两 个 不 
相交 的 开 集 . 

2° 不 存在 。 使 得 vz<e<w， 于 是 (cc, w) 与 (w, 5) 不 相 
交 ， 因 为 ， 如 果 有 一 个 公共 的 元 素 y， 则 y<w', y>%， 故 
wy 

拓扑 子 空间 设 恕 是 拓扑 空间 ， 和 是 召 的 子 集 .如 的 
开 集 与 4 的 交 满 足 01, Os 与 Os， 所 以 得 到 4 上 的 一 个 拓扑 
绪 构 ， 使 得 把 4 映 入 孔 的 包含 映射 连续 。 包含 映射 就 是 对 
于 任何 wE 4 和 相应 地 给 出 %E 如 的 映射 . 

例子 BB 的 区 间 (a, 9) 中 的 拓扑 结构 以 及 BR 的 子 集 圆 
周作 十 JP 一 1 上 的 拓扑 结构 . | 

反 过 来 讲 , 4 的 开 集 不 一 定 是 召 中 的 开 集 ， 要 使 4 的 开 
集 都 是 五 的 开 集 , 充 要 条 件 是 :4 是 如 的 开 集 ， 事 实 上 , 若 碌 
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的 开 集 都 是 恕 的 开 集 ， 那 么 由 于 4 是 4 的 开 集 ， 故 应 是 妃 
的 开 集 。 反之 , 阁 和 4 是 吾 的 开 集 , 则 思 的 任何 开 集 号 4 的 
交 是 召 的 开 集 , 即 是 4 的 开 集 都 是 召 的 开 集 . | 

两 个 拓扑 空间 的 积 设 五 与 G 是 两 个 拓扑 空间 , uE 太 , 
VEG, 于 是 了 xG 就 是 所 有 点 对 (w, 92) 的 集合 .考虑 投影 贞 
器 了 与 9, 它们 分 别 将 (w, 2) EFxG 映 成 4EF 和 wwEG. 我 
们 在 xG 中 引进 一 个 拓扑 结构 ， 使 得 f 和 yg 连续 . .于 是 对 
于 玉 的 开 集 Oz, 1(Or) = 二 Op XG 应 是 x 中 的 开 集 ， 同 
样 ,对 于 9 的 开 集 Ce, 五 XxX 0g 也 应 是 XG 中 的 开 祭 。 这 些 
开 集 的 有 限 交 和 集 与 任意 并 集 也 应 是 开 集 如果 我 们 将 形 如 
Dr X Oa 的 积 称 为 基本 开 集 , 则 我 们 要 找 的 开 集 就 应 是 基本 开 
集 的 任意 并 集 , 这 些 并 集 的 确 满足 01, 0s 与 0。 事实 上 , O01 
与 Os 明显 ; 今 证 0a: 设 4 一 LU OF x O08, B=\ 0O%X 08; 由 于 


“对 Uj 满足 分 配 律 , 可见 A4N B 一 Lj (O08 x08) NN (08 x08) = 
OFN OY) x (O8 站 O08 仍然 是 基本 开 集 的 并 集 ， 这 样 得 到 . 


的 拓扑 空间 FxG 称 为 了 与 G 的 轿 扑 积 、 我 们 还 可 依次 定 
义 闭 干 个 拓扑 空间 的 积 。 积 是 结合 的 . 
连续 性 ” 设 vp 是 把 括 扑 空间 互 映 入 拓扑 积 FxG 的 喘 
射 。， 令 f=projrp 与 9 一 projep, 则 上映 加 入 F,g 映 如 入 
G. 车 9 连续 ，,j 与 9 也 连续 ，、 反 之， 若 了 与 9 连续 ， 则 
广 : Or) 各 goOc) 都 是 加 的 开 集 ， 所 以 -OrxoOo) = 
了 "(Or) Ng “(O09) 是 开 集 . 因此 ， FxG 中 基本 开 集 的 任意 
并 集 , 即 是 它 的 任意 开 集 在 9g”! 下 的 像 也 都 是 的 开 集 , 故 9 
同样 可 知 , w= (4 2,) EFXG 趋 于 w= tw, 9) EFxG 
的 充 要 条 件 是 ;在 了 中 3% 在 中 入 >9 
* J 。 


例子 对 于 .局 , 开 集 是 “方块 ” (a, @) x (5, 5) 的 并 集 . 
著 了 与 G 是 隔离 空间 , 则 了 了 xG 亦 然 ， 事实 上 ,， 若 (ut 
和 (ww, v2) 是 xXG 中 不 同 的 点 ， 只 要 久 与 w 是 了 了 中 不 同 的 
点， 则 存在 Or 到 Or2DUw 使 Op 站 O05 二 人 ， 于 是 不 论 昌 中 
的 点 9 与 2' 的 邻 域 Oe 和 04 如 何 ， 都 有 (Or x O89) n (OF x 
06) 一 多 ,而 Op XOa 是 (wv) 的 邻 域 ， 它 与 (ww, 2) 的 领域 
(Ox XxX O06) 不 相交 
反之, 容易 证 明 , 车 xG 是 隔离 空间 , 则 了 与 G 亦 然 . 
逐 点 收敛 的 空间 设 是 数值 函数 w(w) 的 空间 ，%€ 
fe, 6] .满足 |wCww) 一 wo C0) | 过 a=1，2,…, 0) 的 wwE 如 的 
集合 称 为 如 中 的 基本 开 集 , 记 成 
OwUo, V1,“**, Wn, 8). 
有 限 多 个 或 无 限 多 个 基本 开 集 的 并 集 称 为 “ 开 集 ”， 这 样 规定 
的 开 集 满足 性 质 04, Os 与 0。 所 得 到 的 拓扑 结构 叫做 逐 后 政 
全 拓扑 结构 . : 
这 个 拓扑 结构 是 隔离 的 ， 事 实 上 , 车 山 天 2, 则 至 少 存在 
一 wo， 使 得 | (20) — wa (0) | 一 338>>0， 于 是 (Ca，zo，6) .与 
w(ua，zo, 3) 是 两 个 不 相交 开 集 ， 这 是 因为 wwa, xo, 6) 是 使 
得 jw(co) 一 U(rwo) | 过 6 的 所 成 的 集合 。 
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第 六 讲 ” 紧 致 空间 与 局 部 紧 致 空间 
Ch. Pisot  ( 索 尔 本 大 学 教授 ) 


函数 空间 中 极限 的 概念 使 我 们 特别 重视 具有 下 述 性 质 的 
空间 其 中 任意 无 恨 多 个 函数 至 少 有 一 极限 函数 ， 这 个 性 质 
就 是 波 尔 查 诺 -外 尔 斯 特 拉 斯 对 有 界 无 限 实数 集 所 说 的 那个 
性 质 . 由 于 M. 蒙特 尔 的 “正规 族 ” 的 理论 , 上 述 性 质 在 复 变 函 
数论 中 的 重要 作用 已 经 极为 明显 ， 可 以 指出 , 变 分 学 对 一 般 
拓扑 的 建立 也 有 巨大 的 贡献 . 

然而 ， 对 于 函数 空间 提出 的 问题 ， 波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 


斯 定理 的 提 法 似乎 并 非 总 是 最 合适 的 形式 . 对 于 实数 空间 及 ， 


有 一 个 与 波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 等 价 的 .更 令 人 满意 的 
定理 , 就 是 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定理 ,这 个 定理 才 使 我 们 能 够 定义 
一 些 极为 有 用 的 空间 . 

紧 致 空间 ”空间 召 称 为 紧 致 的 ， 如 果 满 足下 列 两 个 条 

“1° 五 是 隔离 的 . 

2" 对 于 卫 的 每 个 由 开 集 组 成 的 覆盖 ( 开 履 盖 )， 可 以 从 
中 选 出 有 限 多 个 开 集 , 组 成 一 个 覆盖 . 

例如 B 的 每 一 有 界 区 间 是 紧 致 的 但 整个 并 不 如 
此 ， 


[ 注 ] 这 里 应 该 是 : 忆 的 任何 有 界 针 区间 是 紧 致 的 ,例如 (二 ,1) (一 2，38， 
.显然 是 (0,， 1 的 开 覆 盖 , 但 不 可 能 选 出 有 限 子 履 盖 ，-- 一 - 译 者 注 
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紧 致 空间 的 定义 可 对 偶 地 表述 如 下 : 妃 称 为 紧 致 的 , 如 果 
瑟 是 隔离 的 , 并且 对 于 吾 的 任何 一 族 闭 集 ， 只 要 其 中 任何 有 
假 子 族 都 有 非 空 的 交 , 则 整个 集 族 也 有 非 空 的 交 , 这 后 一 定义 
显然 表明 , .在 紧 致 空间 中 ， 如 果 一 族 闭 集 由 按 包 含 关系 是 全 
序 族 , 则 所 有 4 的 交集 非 空 ， 由 此 得 到 紧 致 空间 如 的 波 尔 查 
诺 - 关 尔 斯 特 拉 斯 定理 。 事实 上 ， 对 于 召 的 一 族 无 限 多 个 元 
素 au 今 4 一 fc ai 4 是 4 的 闭 包 , 则 4aC4。 于 


是 所 有 4, 的 交集 非 空 ， 这 个 交集 的 每 个 元 素 都 是 w 所 成 集 


合 的 接触 点 . 

这 里 要 注意 ， 逆 命题 一 般 不 成 立 ， 即 是 具有 波 尔 查 诺 -外 
尔 斯 特 拉 斯 定理 所 说 性 质 的 隔离 空间 不 一 定 是 紧 致 的 . 然而 ， 
后 面 会 看 到 对 于 尺度 空间 着 命题 是 成 立 的 . 

容易 看 出 , 紧 致 空间 的 闭 子 空间 是 紧 致 的 ,同样 ,隔离 空 
伺 的 有 限 多 个 紧 致 子 集 的 并 集 或 交集 是 紧 致 空间 。 有 限 多 个 
紧 致 空间 的 积 ( 拓 扑 空间 的 积 ) 是 紧 致 空间 ， 例 如，% 维 环 面 
2 是 紧 致 的 , 因为 图 周 是 紧 致 的 . 

连续 性 与 紧 致 性 ”我 们 有 下 述 定 理 ， 如 果 连 续 映 射 了 把 

紧 致 空间 召 映 入 隔离 空间 , 它 就 把 五 映 成 一 个 紧 致 空间 
f(E). 

事实 上 ，1° 空间 (加 是 隔离 的 ， 因 为 它 是 隔离 空间 了 
的 子 空间 . 四 

2。 设 空间 /3) 有 一 个 覆盖 ， 由 (加 的 开 集 o 组 成 . 
这 些 开 集 可 以 表 为 ot 一 了 (如) nO: 这 里 Q, 是 也 的 开 集 .由 
的 连续 性 推 知 , 集合 f+) 一 广 :(Q0 是 将 的 开 集 , 它们 构成 
将 的 覆盖 . 因 如 是 紧 致 空间 , 故 可 选 出 有 限 子 覆 请 , 经 过 映射 
廊 得 到 (如 ) 的 一 个 有 限 覆 盖 , 由 某 些 开 集 组 成 . 故 (本 
是 紧 致 空间 . 
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特别 , 若 刀 一刀, 即 大 是 数值 函数 , 则 上 述 定理 成 立 ,所 以 

一 个 紧 致 空间 允 在 五 中 的 连续 像 是 紧 致 空间 ; 特别 , j (如) 有 
界 , 并 且 召 中 存在 某 些 元 素 , 使 了 达到 它 的 上 确 界 与 下 确 界 . 

紧 致 尺度 空间 ”每 个 尺度 空间 都 是 隔离 的 ， 针 以 要 使 尺 

度 空 间 是 紧 致 空间 , 充 要 条 件 是 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定理 成 立 ， 我 
们 已 经 知道 ， 对 于 紧 致 尺度 空间 , 这 个 条 件 蕴涵 波 尔 查 诺 - 外 
尔 斯 特 拉 斯 定理 . 对 于 尺度 空间 其 逆 亦 真 , 亦 即 波 尔 查 诺 -外 
尔 斯 特 拉 斯 定理 芥 涵 紧 致 性 。 

”事实 上 , 考察 尺度 空间 恕 的 一 个 覆盖 ， 由 开 集 w, 组 成 . 
对 于 允 的 每 个 元 素 %* 设 p(w 小 之 0 是 中 心 在 % 并 含 于 的 
开 球 的 最 大 半径 ， 令 p(w) ~sup p(w, 从 (就 所 有 开 集 ow. 而 
言 ). 车 (ew, wj) 表示 2 与 w 之 间 的 距离 , 则 有 

ip 仿 一 PCo |<dls, ov). 
故 1p(@o) 一 p(o) 1<d(e, o); 从 而, pl%) 是 如 上 的 连续 函数 . 
因为 加 中 任何 元 素 至 少 属于 一 个 w， 所 以 ple) >0, 因此 波 
尔 查 诺 -外 尔 斯 特 拉 斯 定理 蕴涵 p(z) 在 召 上 的 下 确 界 p 一 
inf p(w) >>0。、 从 而 , 对 每 个 %. 存 在 指标 i。 使 得 p(w, 如) > 


5. 车 后 使 得 wo 一 ww 不 覆 瘟 五 我 们 取 不 属于 owr 的 一 个 


元 素 ws, 如 此 继续 下 去 吧 , 得 序列 wj， va，… 没 有 接触 点 , 这 是 
因为 序列 中 任何 两 个 元 素 的 距离 都 超过 p/2。 于 是 ， 如 果 波 
尔 查 诺 -外 尔 斯 特 拉 斯 定理 在 如 中 成 立 ， 则 上 述 序列 是 有 限 
序列 , 从 而 从 诸 wo 中 选 出 了 覆盖 刀 的 有 限 子 族 
一 致 连续 ” 设 刀 是 尺度 空间 , 是 把 召 映 入 尺度 空间 页 
的 连续 映射 . 车 百 是 紧 致 空间 , 则 映射 /一 致 连续 ”事实 


[ 注 ] 这 里 还 应 交代 一 句 : 涛 Uws 不 覆盖 罗 , 则 取 侣 区 Uas。 一 一 译 
宕 注 | 
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上 上 ， 对 于 任何 zE 五 和 任何 s>0 存在 me 盖 0, 使 得 eb y) 
< 纺 泣 dp (f (%w), f()) 一 8。 然而 满足 dg (X, Y) < Te 的 


点 9 的 集合 是 的 开 球 Bs, 诸 Bs 构 成 吾 的 覆盖 . 六 奋 是 
紧 致 空间 ， 人 {Bw,}. 

于 是 , 令 7 一 min es 考虑 召 的 一 个 元 素 2 它 属于 某 
个 Bo,, 例如 Bw, 设 yy 是 召 的 另 一 个 元 素 , 满足 dg(%, 力 生 9， 
则 ds(y, wD) <ds (YW) ds(v, 四) < 四 二 于 ms<mm; 故 2 也 
属于 B。 所 以 得 

dr (f (2), f 9)) EA (fm), fw) 
十 Cr (Fo f(y)) <28. 
连通 性 ”如果 对 尺度 空间 加 的 任意 两 个 元 素 4 与 5， 以 


及 每 个 s>0， 可 以 相应 求 得 召 的 有 限 多 个 元 素 4 一 ao, 
“Cn 一 1 qn 一 0 组 成 的 链 ( 可 能 与 8 有 关 )， 使 得 d (@i, 44) = 


s 就 说 耳 链 式 连通 .例如 , 及 的 有 界 闭 区 间 链 式 连 通 , @ 的 . 


有 界 闭 区 间 亦 然 . 

车 召 是 链 式 连通 的 竖 致 尺度 空间 ,了 是 把 召 上 映 成 尺度 空 
间 五 的 连续 映射 ， 则 (EB) 是 紧 致 空间 ， 了 一 臻 连续， 所 以 
f (如) 链 式 连通 . 

一 个 链 式 连通 的 紧 致 尺度 空间 万 是 连通 的 ， 即 如 不 能 
分 成 两 个 非 空 的 不 相交 的 闭 集 ， 事 实 上 , 假若 不 然 , 设 如 与 
B"' 是 这 样 两 个 非 空 的 互 不 相交 的 闭 集 ， 则 对 w'E 人 ，w”E 
及” 我们 有 jn 和 (ww) 关 0, 否则 存在 邓 E 至 与 邓 E 吾 "满足 
do，czg) 一 0, 故 双 一 允 ， 玖 ' 与 B' 就 不 是 互 不 相交 的 了 . 

特别 在 R 上 , 每 个 链 式 连通 的 紧 致 集 是 闭 区 间 , 所 以 ， 紧 
致 尺度 空间 召 上 的 数值 连续 函数 取得 sup 了 (2B) 与 inf 了 (8) 
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之 间 的 一 切 值 生 

局 部 紧 致 空间 ”空间 好 不 是 紧 致 的 ， 然而 它 在 每 一 点 的 
邻近 的 性 态 态 却 很 像 紧 空 间 . 确切 地 讲 , 如 果 如 是 隔离 的 , 并 县 
如 的 每 一 点 都 具有 紧 致 邻 域 ， 就 说 怒 古 局 部 紫 致 空间 . 例 
如 , 刃 就 是 局 部 紧 致 的 . 

一 个 局 部 紧 致 空间 可 以 添加 唯一 一 个 元 素 ， 即 所 谓 无 穷 
远 点 , 而 成 为 紧 致 空间 .为 此 , 考虑 召 中 的 集合 , 其 闭 包 是 紧 
致 集 ， 这 些 集 合 的 补 集 构 成 的 集 族 六 具有 下 列 性 质 任何 焦 
合 , 如 果 含 有 六 的 一 个 集合 , 本 身 就 属于 这; 六 中 任意 有 限 多 
个 集合 的 交集 属于 广 ， 两 条 性 质 就 是 用 元 素 的 邻 域 来 定义 
拓扑 结构 时 那个 公理 系统 中 的 两 条 . 于 是 我 们 可 以 确定 一 个 
补充 的 元 素 o, 规定 族 六 是 ww 的 邻 域 族 ， 这 样 , 集合 {8B, ww} 
就 是 紧 致 的 了 .因为 , 设 有 {加 , w} 的 一 覆 凋 , 考虑 含有 mw 的 
开 集 8 它 的 补 集 是 紧 致 的 , 故 可 被 有 限 多 个 开 集 Q, 所 覆盖 ， 
所 以 开 集 2 与 8 就 构成 了 { 恕 , w} 的 有 限 覆 盖 呈 2. 

完备 尺度 空间 尺度 空间 叫做 完备 的 ， 如 何 每 一 柯 西 序 
列 都 收敛 . 实数 集 刀 是 完备 的 ， 但 有 理 数 集 Q 不 是 完备 的 . 
我 们 有 下 述 命题 : 

任何 紧 致 尺度 空间 都 是 完备 的 . 

事实 上 , 设 (au) 为 柯 西 序列 , 即 对 每 一 s>0, 看 在 使 得 


h>n, £>n HH, d (Gp al)<s、 令 40 一 (cn an 和) 了。 是 
Am 的 闭 包 ， 则 4nwpcC4。。 若 a 与 a” 是 有 的 两 个 元 素 ， 


[ 注 1j 空间 召 还 应 是 链 式 连通 的 ， 一 一 译 者 注 

[ 注 31] 还 应 指出 : 十 , 人 是 隔离 的 ,只 须 考虑 zE 加 和 ww, 这 是 显然 的 , 因 
为 召 局 部 紧 致 ; 此 外 , 妃 作为 { 如 ,路 的 子 空间 是 处 处 稠密 的 ， 而 县 
同 有 于 原来 的 空间 也 . 这 样 得 到 的 {8, 对 称 为 召 的 弟 态 蜂 至 扩充 
一 一 评 者 注 ，. 
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” 则 有 : . 
dlg’, o") dg, on) + dm, on) Td, 0), hn, b>%n. 
又 对 任何 w>0 存在 h>n, 1Pm 使 得 Ge， an) 天 sd 
esi"') 一 s， 因 (co) 是 柯 西 序列 , 故 dg(e'， ol ) <28' 十 d(ay, ay) 过 
s. 命 4 是 所 有 的 交集 因 空 间 紧 致 , 故 4 非 空 . 设 < 与 
5 是 4 的 两 个 元 素 ， 它 们 属于 每 个 互 。。 故 对 任意 s>0 有 
d(c, 8) 二 s， 所 以 d(4, 5b) 一 0, 4~b, 4 由 唯一 元 素 5 组 成 . 

故 柯 西 序列 有 唯一 接触 点 , 从 而 收敛 . 

巴 拿 匡 空间 ”下面 将 定义 体 下 中 绝对 值 的 概念 . 设 召 
是 体 玉 上 的 向 量 空间 ， 玉 中 定义 了 aE 的 绝对 值 ， 用 |a] 
表示 ， 把 恕 映 入 正 实数 集 的 映射 一 上 eo| 称 为 范 数 , 如 果 满 足 . 
下 列 条 件 ， 

1° &w 六 0 时 1 之 0; Hof 0. 

2°。 对 每 一 a€E KK 有 law| 一 |al 和 wl 

8° leyl<lel+lyl. 

这 时 , 空间 召 称 为 赋 范 向 量 空间 , 

如 果 在 这 样 的 空间 中 , 令 

alw, Yy) = 2—yl, 

它 就 成 为 尺度 空间 . 

一 个 体 玉 总 可 视 为 自身 上 的 向 量 空间 , 如 果 它 是 赋 范 向 
量 空 间 , 则 元 素 a€ FF 的 范 数 用 |a| 表 示 , 称 为 0 的 绝对 值 ，- 

定义 ”在 具有 绝对 值 的 体 上 的 赋 范 向 量 空间 ， 如 果 是 完 
备 尺度 空间 , 就 称 为 巴 拿 林 空间 。 

赋 范 向 量 空间 的 完备 化 ”每 个 不 完备 的 赋 范 向 量 空间 了 
总 可 扩张 成 巴 拿 赫 空间 如 

事实 上 , 令 耳 = (wz …，w …) 是 五 中 的 柯 西 序列 ， 即 
对 任何 s>0, 存在 一 个 % 使 得 h>n, b>>n 时 | 一 o 一 s, 令 
ea 上 84 。 


了 一 (yy …, yn,"…) 是 另 一 柯 西 序列 , 令 
oT = (aol，.…，owr，…)，auE RK, 
+Y= (my nt Yn °°). 
- 易 知 wx 瑟 与 卫 十 了 仍 是 柯 西 序列 ， 故 所 有 柯 西 序列 构成 下 
.上 一 个 新 的 向 量 空间 . : 
我 们 有 |zxj = [zs 一 2 十 wx[ 志 | 上 2% 一 xl 十 上 ewl, 故 
Ln, b>n 时 ， 
Ilo) — fol < — wl <s. 
-交换 与 同样 有 
[ol — lsd < lo — eal a. 
因此 实数 序列 jos, …， jz。j,… 是 柯 西 序列 , 即 它 收 剑 于 一 
实数 之 0. 
现在 令 jc] 一 lim | 则 有 


lczl1-lim laml -lx 
|X+7| -lm lo+oj<1 工 + 


但 是 ， i =0 并 不 部 涵 =0= (0, “3 0, …)， 故 Dg 
不 是 范 烙 ， 事 实 上 , 考 感 柯 西 序列 2 一 (mw,…, er, …)， 这 里 
lim | 一 0, 令 志 是 所 有 这 些 柯 西 序列 的 集合 , 所 以 其 中 每 个 


“序列 都 满足 121-0. 若 ZEt ZEt 则 aZEt GAGE 


关系 卫 ' 收 防卫 一 卫 EL 是 一 等 价 关系 . 设 是 了 的 等 价 
类 , 是 了 的 等 价 类 , 令 路 是 aZ 的 等 价 类 , & 十 了 是 下 十 卫 


的 等 价 类 ; 这 些 运 算 对 等 价 类 有 定义 , 从 而 所 有 这 等 价 类 的 集 
合 构成 一 向 量 空间 态 ， 等 价 类 《是 及 的 零 元 素 . 


著 子 “~ 及 则 有 于 ' 一 对 十 2 ZEL, 故 上 中 < ( 因 
21 ~0), 同样 | 了 |<1 芝 和 所 以 [ZX”1 一 ||. 令 Is1 1X 
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一 | 屏 中 则 | 引 是 范 数 : 事实 上 , 性质 2。 和 38? 已 经 证 明 ; 1° 也 
成 立 , 因为 车 | 名 一 0. 则 | 邓 1~0, 故 lim lenl =0, 2E5， 记 以 
”车 sw€E 且 我 们 令 了 是 (2,…, mw, …) 的 等 价 类 ， 于 是 ， 
omah, ZTy 一 6 十 台 故 百 同 构 于 忘 的 一 个 子 空 间 , 将 房 的 
这 个 子 空间 与 瑟 等 同 , 所 以 让 是 包含 召 的 赋 范 向 量 空间 . 

将 上 面 的 过 程 用 到 体 及 得 到 向 量 空间 食 , 可 以 证 明 : 玫 
本 身 是 一 个 体 ， 著 (m4, …，u, …) 是 区 中 元 素 的 绝对 值 构 
成 的 柯 西 序列 ， 其 等 价 类 a 属于 尼 . 另 一 方面 ， 序 列 (ou%， 
…，o2 …) 是 召 的 柯 西 序列 ， 故 它 的 等 价 类 属于 一 ， 用 ow 
珍 示 . 由 此 不 难 推出 色 是 尽 上 的 向 量 空间 . 


向 量 空间 启 是 完备 的 ”事实 上 ， 令 (和 ve …) 是 太 


的 柯 西 序列 , 即 对 每 一 s>0, 存在 ww 使 得 
h>n, >n HN, |é—é| =. 
令 En 是 工 ， 的 等 价 类 ， 这 里 下 wm 一 (orz “ng …)， 则 p> 
Nn 时 ， 16 一 zz 一 上 en 一 cz < 相应 于 每 个 &m, 可 
以 得 到 元 素 Ym, 满足 Ym = Vm N,, 于 是 jgm 一 ym| 志 8, 所以， 
对 于 hh>n, >, [gn— rl 1g él+ le — été — 
yl <3e. 而 | 一 yx| 一 外 一 2 故 序列 Yr (oa， “7 ns 0) 
是 吾 的 柯 西 序列 车 9 是 了 的 等 价 类 , 则 有 
/ nt) < z 
但 是 m2>%N 时， 性 一 名 | 一 1 |yp— ym) <3e 而 | 一 tj < 
所 以 m>n 时 ,1m 一 &xl 和 4s， 即 5m>7, 空间 如 完备 ，。 
应 用 “考虑 有 理 数 体 Q， 研 究 @ 上 所 有 可 能 的 绝对 信 ， 
我 们 发 现 ， 除 了 通常 的 绝对 值 以 外 ， 还 有 下 面 的 绝对 值 。 设 
4 了 86 。 


一 ~ 一 -一 


2>>2 是 一 固定 素数 , 令 7 一 二 是 一 有 理 数 .可 以 把 地 写成 形 
式 镶 - 纪 , 这 里 几 赤 不 能 被 了 整数 ， 指 数 呈 是 正 ， 负 整数 或 


零 . 令 17ly= 元 容易 验证 这 是 绝对 值 . 按照 通常 的 绝对 值 使 
@ 完备 化 便 得 R， 按 照 绝对 值 |7|s 使 @ 完备 化 则 得 到 一 个 
新 的 完备 体 B,, 在 Rs。 上 我 们 可 以 构造 一 种 分 析 , 使 我 们 有 可 
能 得 到 实数 分 析 得 不 出 的 结果 . 
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第 七 讲 ”代数 结构 与 拓扑 结构 
的 相 容 性 . 
拓扑 群 与 拓扑 向 量 空间 


及 . Godement ( 索 尔 本 大 学 教授 ) 


标题 所 示 内 容 很 广泛 , 例如 , 包括 酉 扑 群 , 函数 空间 等 . 我 
们 将 只 讨论 拓扑 向 量 空间 的 几 个 重要 性 质 , 略 见 一 斑 . 


1. 拓扑 疝 量 空间 的 定义 


. 复习 一 下 定义 在 一 个 体 (我 们 只 用 实数 体 EE, 复 数 体 的 情 
形 类 似 ) 上 的 向 量 空 间 五 ; 九 关于 一 个 交换 运算 构成 群 , 这 个 
运算 记 为 加 法 \ 对 于 马 的 一 对 元 素 z, y, 相应 地 得 到 召 的 元 
素 mw- 十 y, 称 为 这 两 个 元 素 的 和 ); 如 上 还 定义 有 加 的 元 素 与 久 
的 元 素 的 隘 法 : 对 于 zE 卫 与 和 E BR, 相应 地 有 NwE 加 ,这 个 运 
算法 则 对 于 EB 的 元 素 是 结合 的 ， 对 于 如 中 的 加 法 与 媚 中 的 
加 法 是 分 配 的 , 并 且 1.%=%. 

刀 的 元 素 2% 称 为 点 ,或 者 向 量 , 在 几何 表示 中 , 如 果 把 一 
个 向 量 的 起 点 放 在 CO 则 该 向 量 同 它 的 终点 将 不 予 区 别 , 如 局 
复数 的 表示 那样 . 

再 假定 五 上 还 定义 了 一 个 拓扑 络 构 . 就 是 说 ， 在 五 - 
确定 了 一 族 开 集 ,， 或 一 族 闭 集 ， 或 者 点 的 邻 域 ， 或 者 说 明了 序 
列 的 收敛 性 条 件 或 函数 的 连续 性 条 件 . 

但 是 , 要 得 到 有 意义 的 特性 ， 必 须要 有 某 些 关 系 , 使 原 有 


wass . 


欧 代 数 结构 与 引入 的 拓扑 结构 相 容 ， 拓扑 向 量 空 间 就 是 具有 
拓扑 结构 的 向 量 空间 , 满足 下 列 条 件 ; 

1) 阔 数 wz-Hy 对 wv 与 y 连续 . 

2) 与 3) 关于 BR 上 通常 的 拓扑 结构 和 召 上 引进 的 拓扑 
辣 构 , 函数 hw 对 入 与 vw 连续 . 

这 些 条 件 可 用 序列 的 收敛 性 条 件 才 成 . 符 2a， Wa, °°) ny 
… 和 有 收 化 于 z， 00 ya go *…… 收敛 于 9, 则 序列 {ww 十 gn} 应 收 
敛 于 z+y. 还 有 , 车 序列 和， %s,…， 和 ns,，… 收敛 于 入 , 则 序列 
zs 应 收 伍 于 和 x. 

也 可 以 从 恕 的 开 集 出 发 表达 上 述 定义 中 的 条 位， 我 们 要 
侧重 讨论 的 就 是 这 方面 的 内 容 . 


2， 用 开 集 条 件 定 义 拓 扑 向 量 空间 的 公理 


设 给 定 4€ 加， 对 于 如 的 每 个 元 素 oz， 可 以 相应 地 得 到 
2 十 @( 由 平移 而 得 )、 车 4 是 帮 的 子 集 加 的 一 般 元 素 , 我 们 
用 也- 表示 点 w+ 所 成 的 集合 . 映射 >2 十 a( 及 其 道 o> 
一 心 应 连续 , 所 以 , 是 开 集 等 价 于 对 任意 4, 口 +a 是 开 集 . 

同样 , 对 于 和 #0, 映射 x->Xw 应 该 对 ”连续 , 特别 , 车 4 
是 0 的 一 个 邻 域内 的 一 一 般 训 ， hz 也 是 一 个 邻 域内 的 一 般 点 . 

”由 此 提出 下 列 公 

公理 I 二 任意 向 量 的 平移 如 的 开 集 变 成 开 集 ， 关 
于 中 心 在 0、 比 值 任意 的 位 务 ，O 的 邻 域 变 成 O 的 令 
域 . 

因此 , 为 了 确定 吾 上 的 拓扑 结构 ， 只 需 说 明 原 点 0 的 所 
有 邻 城 的 特性 , 以 保证 条 件 , 纪 与 引 在 原点 成 立 ， 条 件 3) 
已 经 说 明 , 还 剩 下 条 件 1) 和 2). 


Po 


函数 wy 在 原点 连续 ， 意 思 是 ; 对 0 的 任意 邻 域 辟 ,在 

在 0 的 两 个 邻 域 六 与 酌 , 使 得 
2 和 六 VE 开 一 二 EU 

亦 即 V+WCU. 

现 设 可 ' 是 与 厂 的 交集 , 这 是 0 的 邻 域 , 故 上 面条 件 
等 价 于 : 

公理 II 对 0 的 任意 邻 域 品 存在 0 的 邻 域 U0， 使 得 
TU 二 TU CD. 

最 后 还 要 说 明 映 射 xxao 与 Gu 办 -2 (在 点 和 -0 
zz 一 0) 的 连续 性 . 

为 了 简化 表达 , 一 个 集合 卫 如 果 与 任何 一 条 通过 O 的 直 
线 的 交集 是 中 心 在 0 的 一 个 非 空 区间 , 就 说 卫 是 星 状 对 称 集 , 
利用 这 一 术语 , 最 后 的 两 个 条 件 可 表述 成 : 

公理 JII 在 0 的 每 个 邻 域内 ， 存 在 一 个 星 状 对 称 的 子 
邻 域 . 
”和 换 名 话 讲 , 0 的 所 有 星 状 对 称 邻 域 构成 0 的 一 个 邻 域 
基 . 


3. 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 


在 平面 内 , 按照 通常 的 拓扑 , 一 个 集合 4 叫做 凸 集 ， 如 果 
对 于 4 的 任意 两 点 4 与 5, 线段 a0. 上 任意 一 点 仍 属 于 A， 局 
样 , 根据 直线 段 的 分 析 定 义 ， 对 丁 实数 体 上 的 任何 向 量 空间 ， 
子 集 4 叫做 西 集 , 如 果 ; 
vw, YE A, vAE [0, 414], 
我 们 有 - Aw+ (AYEA. | 
一 个 拓扑 向 量 空间 叫做 局部 凸 的 ， 如 果 原 点 的 每 一 邻 域 
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都 包含 原点 的 一 个 凸 邻 域 。 这 个 条 件 在 平移 与 位 似 作 用 下 保 
持 不 变 . 

入 有 通常 尺度 的 空间 名 显然 满足 这 个 条 件 , 因为 C 的 每 
个 邻 域 包 合 一 个 中 心 在 0 的 球 , 球 当 然 是 凸 邻 域 ， 实际 上 , 已 
经 遇 和 到 过 的 那些 拓扑 向 量 空间 几乎 都 是 局 部 凸 的 ， 特 别 在 分 
柄 中 是 这 样 .在 代数 中 倒 未 必 如 此 . 


4. 赋 范 空 间 


实数 体 上 一 个 拓扑 向 量 空 间 中 定义 的 半 范 数 是 一 个 数值 
画 数 D(z) ,满足 下 列 条 件 : 

1) p(w) 是 一 正 数 或 零 ; 

2) pL+Y) SPY) + PY); 

8) pH%) = [Np(%). 

特别 , 注意 Pp( 一 2) p(w), 7(0) =0. 

此 外 , 若 p(w) 仅 当 %=0 时 为 0. 即 

4) np(%) 一 0 一 一 0， 
则 函数 pz) 叫做 范 数 , 沁 成 ， 

Drz) = fwl, 

具有 范 数 的 向 量 空间 叫做 赋 范 空间 . 

癌 量 空间 上 如 果 人 存在 范 数 , 则 可 以 导出 相应 的 拓扑 结构 ， 
两 个 点 ”与 9 之 差 的 范 数 称 为 两 点 的 距离 ;do,y) = jz 一 gj, 
这 个 数 满足 距离 的 公理 , 从 而 这 个 向 量 空间 成 为 尺度 空间 .于 
是 可 定义 球 是 满足 Q(w, ca)<p 的 2 的 集合 ， 它 可 看 作 开 集 ， 
而 &@ 的 名 域 定义 成 一 个 子 集 , 它 包 含 一 个 含有 ca 的 球 . 

剩 下 要 验 明 ， 这 梓 定 义 的 拓扑 结构 与 向 量 空 间 的 结构 是 
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dw+y, votyo) = 2+ — (wotyo)!l 
=| (v2— 20) + (y— yo) | 
<|w2— vol + ly— vol. 
即 是 必 ( 人 十 2/， vo yo) <(w, vo) tadly, yo) 和 
. 仑 一 >10， d(w, wo)—>0, 
而 }=1 | 
Y-—>Yo d(y, Yo)—>0 
< dv 二 Y, rot yo) —>0, 
Ww—>0, 
故 | 纺 泣 ww 十 yy 一 vo 二 yo、 
z 2Y 一 oo 
同样 , 一 "ze 与 ->%o 理 通 2 一 和 ozo。 


5. 赋 范 空间 的 例子 


显然 ,空间 户 是 赋 范 空间 .但 是 , 这 个 概念 对 于 沙 数 空 
间 尤 其 重要 , 函数 空间 是 无 穷 维 的 , 元 数 可 以 是 函数 , 测度 等 


人 等 . 


例 1 命 九 是 实 变数 寺 的 有 界 实 函数 2 已 的 集合 ， 例 如 
对 #E [0, 切 有 定义 ， 对 于 每 个 这 样 的 函数 =， 其 绝对 值 的 上 


确 界 是 确定 的 , 所 以 是 % 的 函数 
K (2) =sup Iv(D|<+o. 


显然 , 玉 (o) 是 正 的 , 是 函数 ”所 成 集合 中 的 范 数 。 事实 


上 ， 
K(wt+y) =sup |z 芒 十 9 人 | 


<sup (jx 人 | 十 | 人) 
<K(%) +K(y), 
K (Nsw) =sup (IN| 2 人 |) = [IAIEK (%), 
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后 , Re) 0 草 涵 对 任意 二 有 |z( 人 [=0. 
如 上 定义 的 范 数 ， 我 们 已 经 说 过 , 在 召 上 引入 一 相应 的 
拓扑 结构 ; 序列 zw 3) 的 收敛 由 条 件 LCw, 2) 一 >0 确定 。 这 里 
d(w, wn) 一 和 xz 一 oo| 一 sup lo ~w, (|. 


~- 个 函数 的 上 界 小 于 s, 就 是 说 , 对 于 任意 纪 函数 小 于 人 
于 是 上 述 收 敛 性 可 以 吉成: 

vs>0, 3N, 使 得 %>>V 蕴涵 对 每 个 1€ [0, 切 有 

[oD) ad |<e. 

这 是 我 们 熟知 的 一 致 收敛 的 特性 . 

另 一 些 例子 “可 以 考虑 上 述 空 间 的 某 些 子 集 合 ， 例 如 
[0, 1] 上 的 连续 函数 的 集合 (这 种 函数 是 有 界 的 ), 可 微 函 数 的 
集合 , n 次 可 微 函 数 的 集合 , 或 者 无 限 可 微 函 数 的 集合 

也 可 以 改变 范 数 的 定义 , 例如 ，[0, 1] 上 的 连续 函数 集合 
中 , 可 以 取 


lz) = J le lo, 
它 自 然 满 足 范 数 公理 . 


6. 局 部 凸 拓扑 向 量 空间 的 结构 


我 们 来 证 明 , 这 样 的 空间 不 总 是 赋 范 空间 , 为 了 得 到 最 一 
般 的 空间 ， 必 须 从 一 族 半 范 数 pa (2) 出 发 ， 诸 “c 是 参数 ， 可 以 
有 无 限 多 个 . 

从 这 族 半 范 数 中 , 选 出 有 限 多 个 半 范 数 pa, Po， …， Pa 
相应 于 每 个 半 范 数 pu 给 出 一 个 正 数 s， 然 后 , 得 到 原点 的 一 
个 邻 域 ， 即 是 满足 po (2) < 一 si 的 那些 zz 的 集合 ， 记 为 B( pa,, 
si G 一 1， 2, …, nm) .最 后 , 令 4 是 这 %w 个 分 域 的 交集 . 
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因 趾 , 对 于 任何 有 限 多 个 参数 a, 都 可 以 相应 地 得 到 原点 
的 一 个 邻 域 4. 我 们 将 这 些 4 所 成 的 集合 .x 取 作 0 的 基本 
邻 域 系 ( 基 五 的 每 一 子 集 ， 如 包含 一 个 集合 4， 就 是 Q 的 外 
域 ). 这 就 把 只 有 一 个 范 数 的 情形 推广 了 . 

现下 这 纱 确 定 的 折扣 结构 使 召 成 为 局 部 凸 空间 ， 为 此 
”只 和 需 证 明 诸 4 是 凸 集 , 这 只 要 诸 了 (pu，si) 是 凸 集 就 行 了 , 因 
为 西 集 的 交集 是 凸 集 ， 今 设 pu (o] 天 8 Da,(Y) < 8 对 于 0< 
入 <1, 根据 半 范 数 的 公理 有 

Pa NL+ (1— NY Epa, Co) + paL (1 NW) 
< IA |po C2) 十 | 一 人 Do 
< 和 Xsi 十 (一 入 )ei 一 86。 

反之 , 可 以 证 明 , 任何 局 都 凸 的 拓扑 向 量 空间 吾 上 ， 存在 
一 族 半 范 数 , 可 以 按照 刚才 所 讲 的 方法 重新 得 到 如 上 原 有 的 
拓扑 结构 ， 

例子 ”单个 实 变 数 的 无 穷 可 微 函数 w( 妨 。〔 这 个 讨论 可 
以 推广 到 多 变量 函数 ).。 为 了 定义 其 分 布 ， 工 . 许 瓦 效 还 假定 
这 些 函 数 当 超过 菏 一 有 限 值 (与 特定 函数 有 关 ) 时 为 零 。 我 
们 这 里 不 作 这 一 补充 假设 . 

显然 , 这 些 函 数 的 集合 召 是 向 量 空间 ， 还 可 以 赋予 集 如 
某 些 拓扑 结构 , 例如, 可 以 定义 , 如 果 对 每 一 值 ，w,《D 收 全 
于 2 就 说 zw, 收敛 于 sw， 这 样 的 定义 没有 用 到 ww() 可 微 的 
假设 ,下面 引 入 一 种 很 强 的 拓扑 结构 zw,《8) 加 做 收敛 于 ww()， 
如 果 ; 了 在 任何 有 限 区 闻 镶 ,ta] 上 , zn(t) 一 致 收 钱 于 %( 引 ,还 
有 2) 各 阶 导 数 满足 同样 的 条 件 ， 在 长 度 有 限 的 任何 闭 区 间 
土 , 对 任意 正 整 数 及 ws? (如 一 致 收敛 于 (6 注意， 导数 的 
妆 敛 歼 涵 函数 的 收敛 , 反之 未 必 ). 

利用 这 种 收敛 的 定义 , 可 以 引入 一 族 无 限 多 个 半 范 数 , 从 
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而 在 万 上 确定 一 拓 闲 结 杨 四 四 了 
今 玉 是 有 限 长 的 区 间 [ 厂 , t2], 即 忆 的 一 个 紧 致 集 。 用 如 
”表示 随便 哪 一 阶 导 数 的 符号 ; DD 是 一 族 算 子 ， 
v2 = Do, Vh. 
我 们 和 定义 关于 五 与 DD 的 羊 范 数 如 下 .; 
px,p(v) 一 sup |Dz()1(|Dz| 在 KK 上 的 最 大 值 ). 


这 里 ， 参 数 a 是 一 对 参数 及 , D， 这样 定 义 的 半 范 数 的 确 满 

足 半 范 数 公理 , 而 由 此 产生 的 收敛 也 满足 所 要 的 强 收敛 条 件 ， 

因为 ， 

VK, VD, px,n(o» 一 m0) 趋 于 06Yh, a 有 在 区 上 一 臻 

趋 于 0. 
还 可 以 给 出 别 的 例子 . 


7. 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 的 重要 性 


历史 梗概 ”数学 理论 之 所 以 得 到 发 展 ， 是 因为 可 以 用 夹 
研究 某 些 精密 的 科学 问题 。 我 们 刚才 介绍 的 理论 中 有 些 定理 
威力 极 大 , 但 为 数 不 多 .这 就 说 明 这 些 定 理 的 发 现 何 以 姗 姗 来 
述 (1920 年 左右 ). z 

巴 拿 赫 开 头 只 考 虚 一 个 范 数 ， 已 拿 株 空 间 就 是 指 完备 赋 
范 空间 (这 就 是 说 , 这 个 空间 中 所 有 的 柯 西 序列 都 收敛 ). 1930 
年 左右 所 知道 的 那些 重要 定理 , 虽然 只 有 五 、 六 个 , 但 却 适 用 
于 许 许多 多 不 同 的 情况 .不 过 25 年 , 人 们 终于 能 够 选 出 了 那 
些 好 的 公理 , 即 是 在 那些 有 用 的 例子 里 成 立 的 公理 , 并 且 把 适 
用 于 这 些 例 子 的 定理 收集 起 来 . 巴 拿 赫 的 著作 («Théorie des 
Opérations DLinéaires>，Varsovie，1932) 标 志 着 一 个 阶段 的 
开始 , 只 是 在 十 五 年 以 后 才 告 终了 , 那 是 为 了 需要 使 这 一 理论 
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能 够 兼 收 并 蓄 , 研究 更 一 般 的 集合 , 例如 必须 包容 具有 无 限 多 
个 半 范 数 的 无 根 可 微 的 许 拟 效 空 间 ，J. 于 东 湿 的 一 篇 文章 
《网 Annales de 1'EB，N. 8.，1940) 重新 考虑 了 巴 拿 青 的 间 
题 , 引进 了 空间 是 局 部 凸 的 假设 , 从 而 可 以 得 到 一 些 定理 ,如 
使 就 巴 拿 赫 研 究 过 的 情形 而 言 ， 这 些 定理 也 比 巴 拿 赫 得 到 
的 结果 要 广 (这 是 指 GQ. W. Maockey, J. Dieudonné, 工 . 
gchwartz 关于 分 布 理论 的 工作 )， 最 后 ，Grothendieck 应 该 
.看 成 是 包 拿 赫 的 真正 接班 人 ， 因 为 他 得 到 的 那些 结果 非常 重 
要 . 

有 一 些 理论 如 果 不 从 应 用 着 眼 就 无 法 建立 ， 也 不 可 能 发 
扬 光 大 , 局 部 凸 空间 的 理论 可 以 称 得 上 是 其 中 的 典型 。 


8. 简要 介绍 几 个 定理 


汉 恩 ~ 巴 拿 皇 定理 ”这 个 定理 引 人 注 目 , 就 连 不 是 这 方面 
的 专家 也 深信 这 一 理论 的 重要 .我 们 不 介绍 它 的 证 有 明了, 这 要 
用 到 超 限 归纳 法 与 策 墨 诺 公 理 . 

准备 ”把 一 个 拓扑 向 量 空间 映 成 男 一 个 拓扑 向 量 空间 的 
连续 线性 映射 . z 
， 把 一 个 拓扑 向 量 空间 恕 映 成 男 一 个 拓扑 向 量 空间 PF 的 
线性 映射 中 ， 我 们 考虑 关于 吾 与 了 的 拓扑 结构 是 连续 的 那 
些 映射 。 这 类 映射 在 许多 场合 是 极 重 要 的 , 例如 在 许 无 兹 空 
间 中 , 由 导数 定义 的 映射 (人 力 一 2 人才 是 线性 的 ， 开 关于 给 定 
的 收敛 连续 .， 同样 ,物理 学 中 所 有 的 微分 算 子 都 是 有 关 函 数 
空间 的 连续 线性 算 子 , 尽管 或 多 或 少 是 容易 定义 的 . 积分 算 子 
亦 然 . z z 
一 个 基本 的 特例 是 把 拓扑 向 量 空间 如 映 入 实数 集 鼠 的 
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连续 线性 映射 z( 一 w(z) ER, 使 得 
ww 二 2) 一 VC2)] + uy) 
对 2 与 9 连续 ， 
WNL) = Nw (wv) 
对 和 与 wv 连续. 
例子 设 避 是 [0, 二 上 的 连续 数值 浮 数 w( 的 集合 在 
们 间 [0, 1 上 取 定 一 数 如 .映射 2() 一 w(to) 对 每 个 函数 给 出 
它 在 to 处 的 值 , 这 个 映射 是 连续 线性 映射 . 


同样 , 对 同一 个 如 映射 2) 一] Gd 是 线性 的 , 根据 


中 值 定 理 也 是 连续 的 . 
更 一 般 ， 设 (如 是 一 来 就 取 定 了 的 数值 连续 函数 ， 则 映 


射 c 人 一 | wD 了 (Ds 是 连续 线性 映射 
同样 的 ， 如 果 与 aG) 相应 的 秆 是 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 吉 斯 积 
分 , 即 %( 力 >| oC de( 失 ， 这 里 及 是 有 界 变 差 西数 ， 则 映 


射 也 是 连续 线性 的 。 此 外 ， 辐 这 些 积分 有 关 的 那些 定理 及 其 
首 定 理化 它们 得 到 了 现代 的 定义 ， 即 是 定义 为 连续 函数 集合 
上 的 线性 形式 , 对 于 一 致 收敛 拓扑 结构 是 连续 的 . 
品 部 凸 拓扑 问 量 空间 的 汉 思 - 巴 拿 畦 定理 
这 个 定理 断定 了 这 种 空间 上 存在 连续 线性 形式 ， 并 明确 
提出 确定 这 些 形式 的 条 件 . 
” 设 也 是 恕 的 向 量子 空间 ( 即 是 对 于 加 法 运算 以 及 用 实 
数 相 乘 的 运算 保持 不 变 的 子 集合 )。 因为 召 上 存在 拓扑 缚 
构 ， 故 可 定义 王 在 如 中 的 闲 包 (或 附 贴 包 ) 政 ， 说 明了 这 一 
点 ,就 可 以 提出 巴 拿 赫 的 下 面 这 一 条 断言 了 ， 
给 了 闭 向 量子 空间 了 和 不 在 了 中 的 一 点 p， 则 召 上 存 
。 i197 ~ 


在 一 个 连续 线性 形式 ， 在 集合 玉 的 每 一 点 2 处 为 零 , 而 在 2 


处 不 为 零 . 

显然 ， 若 连续 映射 v(o) 在 丸 上 为 零 , 则 在 尺 二 也 为 零 ， 
因为 了 的 点 是 了 的 点 的 极限 ， 但 不 能 由 此 推 贤 有 以 外 的 任 
何 情况 ,定理 的 上 且 的 就 是 说 明 w(%) 的 存在 . 
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第 八 讲 维 数 的 概念 


了 H. Cartan ( 索 尔 本 大 学 教授 》 


1. n 维 流 形 


的 " 空 间 最 著名 的 例子 是 数值 空间 ( 即 “ 欧 氏 空间 ”) Rr"， 
它 的 点 是 % 元 实数 组 (21,…, e,)、Pr 的 每 一 张 超 平 面 , 即 线 
性 方程 (不 必 齐 次 ) f(z) =0 所 确定 的 集合 五 ， 将 空间 如 分 
成 两 个 半空 间 , 分 别 由 fo) >0 与 jc) <0 确定 ; 又， 任意 给 
定 两 个 不 同 的 点 4 与 y, 总 存在 超 平面 瑟 , 将 % 与 9 “分 开 ”， 
即 是 ”属于 五 所 确定 的 一 个 半空 间 ， 而 y 属于 另 一 个 半空 
间 . 注意, 五 同 胚 中 于 空间 如 -所 以 是 % 一 1 维 ” 的 . 
从 空间 Fr 出 发 , 还 可 以 造 出 另外 一 些 空间 , 看 来 自然 也 
应 该 叫做 n“ 维 "空间. 例如 ， 设 & 是 空间 1 中 由 方程 
史 十 … 十 叹 i 一 1 确定 的 球面 , 这 是 一 个 有 界 闭 子 空间 , 所 以 是 
紧 致 空间 ; 此 外 , 球面 投影 在 挖 掉 一 点 的 & 与 空间 瓦 "之 间 确 
立 一 同 胚 映射 所 以 5, 的 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 同 胚 于 PP". 
再 考虑 ( 实 ) 射 影 空间 P。 它 的 点 由 mn 十 1 个 不 全 为 零 的 
齐 次 坐标 Zo …， 2 确定 ， 我 们 规定 : 两 组 成 比例 的 齐 次 坐 
标 确定 射影 空间 PP。 的 同一 点 ; 老实 说 , 为 了 完全 确定 Po， 必 
须 确切 说 明 已 ,的 拓扑 结构 如 何 ， 不 过 我 们 不 详 述 了 P。 中 


[ 注 ] 两 个 拓扑 空间 同 胚 是 捐 其 间 存 在 一 个 同 径 映射, 即 一 个 -一 对 应 ,使 
得 开 子 集 互 相对 应 ;也 可 以 说 , 这 个 一 一 对 应 关系 确定 的 把 一 个 空间 
中 成 另 一 个 空间 的 映射 是 双 连 续 门 。 
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使 得 坐标 和 为 零 的 点 组 成 的 集合 互 , 是 一 个 团子 集 ， 同 胚 子 
了 ;于 集 古 。 就 是 常 说 的 “元 穷 远 超 平 面 ". 已, 的 补 集 加 : 是 
也, 的 开 集 , 同 有 三 于 Pr"( 例 如 ,Uo 是 P, 中 所 谓 处 于 “有 限 距 离 ” 
的 点 集 ): ;的 点 可 以 表 为 % 个 实数 , 即 下 面 的 商 数 : 
Lo/Z,, ”3 PAA Ap A “3 VANpAR 

内 此 ，P, 是 % 十 1 个 开 集 的 并 集 ， 其 中 每 一 个 开 集 都 园 胚 于 
全 ". 

一 般 , 所 谓 % 维 流 形 , 是 指 一 个 拓扑 空间 六 ,满足 豪 斯 道 
夫 (Hausdorff) 隔 离 公理 ( 即 ; 对 每 一 对 不 同 的 点 zw, 入 存在 4 
的 一 个 邻 域 与 y 的 一 个 邻 域 , 没有 公共 点 ), 而 且 具 有 下 烈性 
质 : 六 的 每 个 点 都 有 一 个 开 邻 域 同 肽 子 空间 Br。 如 上 所 见 ， 
Br" 本身, 8。 P, 都 是 % 维 流 形 ， : 

问题 ”一 个 冯 维 流 形 及 与 一 个 m 维 流 形 矿 ， 当 nm 
时 , 是 否 可 能 同 胚 * 如 果 可 能 , 那么 流 形 的 “ 维 数 ” 这 个 概念 就 
没有 任何 拓扑 涵 意 ， 幸 好 , 这 是 不 可 能 的 ; 不 过 其 证 明 极 难 . 
”“” 社 我 们 更 仔细 地 分 析 这 个 问题 . 整个 问题 就 是 说 ， 当 n 志 
m 时 , Br 的 开 集 可 与 R" 的 开 集 U' 之 间 是 否 存在 同 胚 映射 ? 
(不 言 而 喻 ,与 UV' 假定 非 空 )， 假设 存在 ， 则 有 把 DZ 映 成 
U' 的 连续 映射 了 . 以 及 把 UV' 映 成 口 的 连续 映射 g, 使 得 复合 
映射 gof 是 如 的 恒 等 映射 ， feg 是 UV 的 全 等 映射 。 车 再 假 
设 了 与 9 有 连续 偏 导数 ， 我 们 就 可 以 证 明 这 种 同 胚 是 不 可 能 

2 一 万 (oa， ,Vn); 
同样 ， Di= iYi, ,Ym). 
对 上 面 两 式微 分 得 
dy— Et dos do S$ GE dys, 
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六 为 元 素 的 矩阵 , 在 每 一 点 =E 定义 了 把 责 映 入 RR” 
人 以 人 为 元 素 的 矩阵 在 对 应 点 9g=.j(o) 处 


定义 了 把 BR" 映 入 天 的 一 个 线性 映射 ， 注意, fog 与 gof 是 
全 等 映射 ， 复合 函数 的 导数 定理 表明 上 述 两 个 矩阵 的 积 (次 
序 任意 ) 是 单位 矩阵 、 换言之 , 车 wED, yf (zw), 则 有 两 个 
线性 映射 ， 一 个 把 居 映 入 B” 另 一 个 把 RE" 上 映 入 ,它们 彼 
此 互 为 逆 映 射 ; 这 表明 ，R” 与 P 作为 向 量 空间 是 同 构 的 , 但 
是 代数 学 上 的 一 条 定理 断言 ， Fr 中 一 组 基底 所 含 向 量 的 个 数 
n 应 等 于 BR" 中 一 组 基底 所 含 向 量 的 个 数 m, 此 与 假设 mw 于 澳 
不 合 . 

我 们 刚才 就 连续 可 微 的 同 胚 喘 射 证 明 本 维 数 的 不 变性 
为 此 , 利用 了 向 量 空间 “ 维 数 ” 的 不 变性 , 这 里 “ 维 数 ” 一 词 是 就 
纯 代 数 的 意义 而 言 (基底 向 量 的 个 数 ). : 

要 就 任意 同 胚 肌 射 (不 必 可 微 ) 来 证 明 忆 的 维 数 不 变 性 
则 困难 得 多 . 第 一 个 证 明 (1911 年 ) 属 于 布 劳 书 尔 (Bronwer)， 
现在 谈 不 上 转 引 他 的 证 明 ， 也 
谈 不 上 介绍 证 明 的 思路 . -他 的 
证 明基 于 单纯 逼近 的 概念 ， 与 
“同调 ”的 概念 密切 相关 〈 参 见 
本 书 最 末 一 篇 工 . 许 瓦 兹 (Sobh- 
war 谎 ;的 讲演 ). 

维 数 不 变性 的 另 一 证 明基 
于 勒 贝 格 (Lebesgue) 的 一 个 创 
渔 性 思想 中 ,也 与 同调 有 关 . 考 


[ 注 了 有 人 说 勒 贝 格 在 瓦 兹 (Oise) 省 古 维 网 这 个 小 乡村 的 住宅 里 修了 一 嫩 
夸 墙 , 才 想 出 了 这 样 来 说 明 维 数 的 特性 。 
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起 双 维 方 体 灵 即 线段 了 = [0, 1 自身 的 交 次 乘积 我 们 用 
一 些 际 集合 把 它 铺 满 (wm 一 2 的 情形 见 图 1)， 使 得 方 体 的 每 
一 点 至 多 属 卫 w 十 1 个 这 样 的 集合 ， 利 用 直径 任意 小 的 集 
合 ， 这 总 是 可 能 的 . 此外， 我们 能 证 明 ， 对 于 芒 的 由 充 
分 小 的 闭 集 你 成 的 任何 覆盖 ， 至 少 总 有 方 体 的 一 点 ， 此 点 至 
少 属于 该 覆 凑 的 m+1 个 集合 ， 因 此 ， 数 说 明 空 间 了 
的 一 个 纯 拓 盾 性 质 ， 由 此 容易 推出 ， 只 要 m 克 w” 则 不 可 能 
存在 同 胚 映射 ， 把 忆 的 开 集 映 成 BR" 的 开 集 ， 下 面 是 勒 贝 
格 定理 的 确切 陈述 ， 若 I" 由 诸 闭 集 了: 覆 盖 ， 使 得 每 一 了 
决 不 同时 与 方 体 的 两 个 相对 面相 交 ， 则 中 有 一 点 ， 同 时 属 
于 nm 二 1 个 La 


2. 一 种 维 数论 的 公理 


我 们 但 愿 能 谈 谈 比 上 面 讨论 过 的 更 一 般 的 空间 的 维 数 ， 
例如 , 考虑 到 的 一 个 子 空间 4, 为 确定 计 设 为 闭 子 空间 ; 我 们 
能 否 对 这 样 的 空间 定义 一 个 维 数 ， 伪 得 它 是 拓扑 不 变 的 ? 因 
此 ,把 4 换 成 Re 的 子 空间 B, 只 要 B 与 4 同 压 , 则 4 与 8 
的 维 数 一 样 . z | 
”在 维 数论 中 ， 我 们 应 首先 明确 要 定义 维 数 的 那 一 类 拓扑 

空间 0( 维 数 是 一 个 整数 , 可 能 为 零 或 无 限 )， 假 定 关 C 中 只 
含有 满足 豪 斯 道夫 隔离 公理 的 空间 , 并 包含 所 有 的 多 面体 . 先 
”说 明 一 下 所 谓 的 多 面体 , 为 此 要 从 p 维 单 形 讲 起 . 六 中 取 

Pp 十 1 个 点 mi(6 一 0, …, Pp)， 使 得 维 数 <p 的 任何 平 牛 不 司 能 
包含 所 有 这 些 点 ( 当 mwz2 时 , 总 是 可 能 的 ), 这 些 质点 (质量 可 
为 0) 的 重心 ce 的 轨迹 是 包含 这 些 点 的 最 小 凸 集 , 我 们 将 这 样 
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的 p 十 1 个 点 的 点 组 (wo， V1, ***, vy) 称 为 以 Wo, ***», 化 9 为 顶点 
的 罗 维 单 形 ， 它 的 每 一 点 可 崔 一 地 表 戌 之 Ai 请 实数 M0, 


满足 丑 一 1。， 具 有 同一 维 数 p 的 两 个 单 形 同 肤 ; p~0 时 是 


一 个 点 , 2 一 上 时 是 一 条 线段 , p 一 2 时 是 一 个 三 角形 , p=3 时 
是 一 个 四 面体 #2. 于 是 , 多 面体 是 一 个 空间 , 可 以 被 有 限 多 个 
闭 子 空间 所 覆盖 , 这 些 闭 子 空间 都 与 单 形 同 胚 ( 单 形 的 维 数 可 
能 不 同 )， 并 且 规 则 相处 : 覆盖 中 任 两 个 单 形 的 交 是 这 两 个 单 
形 的 “ 面 ”(zp 维 单 形 的 面 是 该 单 形 的 某 些 顶 点 的 重心 轨迹 , 这 
是 一 些 维 数 为 0, 1，…， 或 2 一 工 的 单 形 ). 
现在 加 到 类 0; 我 们 要 求 它 包 含 所 有 的 多 面体 , 此 外 还 满 
足下 述 条 件 ， 与 类 O 中 某 个 空间 且 的 闭 子 空间 同 胚 的 任何 
空间 仍 在 0 内 . 这 样 的 类 是 相当 广泛 的 ， 它 包含 了 多 面体 的 
所 有 闭 子 空间 . 
”类 C 的 例子 1) 紧 致 空间 类 O04( 空 间 互 是 紧 至 的， 如 


[ 注 1] 假设 在 点 mw 处 有 质量 mm 之 0 GG 一 0，1，…，“P)， 习 me 水 0， 则 这 


多 十 1 个 质点 的 重心 是 
之 4XA 1 人 
人 
称 为 这 个 质点 系 的 重心 坐标 ， 合 于 0) 乌 和 一 1. 因此 ， 这 些 点 
所 能 构成 的 一 切 质点 系 的 重心 轨迹 是 包含 这 p 十 1 个 点 的 最 小 凸 
集 。 一 一 译 者 注 
[ 注 3] 这 一 段 自 此 以 下 叙述 不 太 清 楚 ， 改 述 如 下 ; Er 中 的 2 维 单 形 的 同 

有 像 称 为 p 维 拓扑 单 形 , 于 是 , 多 面体 是 一 个 拓扑 空间 ， 可以“ 训 
分 为 有 限 多 个 拓扑 单 形 ( 维 数 可 以 各 不 相同 ), 这 些 拓扑 单 形 规 由 
相处 , 即 是 任何 两 个 拓扑 单 形 的 交 要 么 是 空 集 ， 要 么 是 它们 的 公共 
“ 面 ”(? 维 音 形 的 面 是 指 它 的 顶点 于 集 构 成 的 质点 系 的 重心 轨 这 ， 
所 以 是 维 数 为 0, 1 …， 或 ?一 工 角 | 单 形 ; 这 些 面 的 司 胚 像 就 是 想 
应 拓扑 单 形 的 面 )。 一 一 译 者 注 
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果 它 满足 豪 斯 道夫 公理 , 并 且 有 波 莱 尔 (Borel)- 勒 贝 格 性 质 : 
对 于 不 的 每 :由 开 集 族 {7y 组 成 的 覆盖 ， 存 在 有 限 多 个 下 
覆 次 成 )， 

2) 局 部 紧 致 空间 类 Os( 卫 是 局 部 紧 致 空间 , 如 果 它 满足 
豪 斯 道夫 公理 , 并 且 每 一 点 至 少 有 一 个 紧 致 邻 域 ) .空间 媚 " 属 
于 类 Oa, 但 不 属于 类 Ca， 

8) 可 数 型 可 尺 化 空间 类 0s, 特别 是 对 任何 w 这 一 类 中 
含有 局 的 所 有 子 空间 .空间 革 叫做 可 尺 化 的 , 如 果 三 的 拓 
扑 结构 可 用 距离 定义 , 或者, 更 确切 地 说 , 用 “尺度 ”定义 .一 个 
尺度 对 于 任何 两 点 x, y， 相 应 地 给 出 一 个 数 Zz, 9) 之 0， 和 使 
得 ， 

dw, y) 一 0 的 充 要 条 件 是 2 一 y; 
ds%, Yy) = Ad(Yy, wt); 
0(w, 2) 所 Q(z, Yy) 十 Q(y, %) (三 角形 不 等 式 ). 

这 种 可 尺 化 的 空间 妃 是 “可 数 型 的 "， 如 果子 中 存在 可 数 处 
处 移 密 集 {wi,，…'，z2,,…}( 即 对 的 每 一 非 空 开 集 至 少 含 其 中 
一 点 )， 空 间 Br" 属于 Os 因为 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 可 数 处 
处 稠密 集 , 可 以 证 明 Cs 类 中 的 空间 马 的 每 一 子 空间 4 属于 
Os, 即使 4 不 是 全 的 闭 集 . 

4) 正规 空间 类 CO4， 空 间 互 是 正规 的 ， 如 果 它 满足 带 斯 
道夫 公理 , 并 且 只 要 4 与 B 是 不 相交 的 闲 子 集 , 就 存在 邯 上 
的 数值 连续 函数 ,在 4 上 为 0, 在 BB 上 为 I， 正规 空间 的 每 一 
初子 空间 仍 是 正规 的 . 

我 们 指出 , 每 个 紧 致 空间 是 正规 的 (换言之 , O4 包含 0)， 
每 个 可 尺 化 的 空间 是 正规 的 ( 故 Cu 包含 Cs) . 

对 于 上 述 各 类 空间 , 都 有 一 种 维 数理 论 . 推 而 广 之 , 对 于 
维 数论 应 该 提出 什么 要 求 呢 ? 我 们 假定 ， 对 于 所 考虑 的 类 O 
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的 每 一 空间 对， 都 相应 地 有 一 整数 dim 筷 ,， 称 为 下 的 维 数 ， 
满足 下 列 条 件 ， 

() dim 让 请 一 11 dim 夺 可 以 是 无穷 史 , ;5 卫 >>0 的 帘 
要 条 件 是 互 非 空 ; 

(II) 车 卫 与 及 ' 同 胚 , 则 dim 也 二 dim 芳 

(II) 若 A4 是 革 的 闭 子 空间 , 则 dim 4<dim 卫 ; 

(IV) 车 于 是 两 个 闭 子 空间 4 与 4 的 并 集 , 则 


dim X = sup (dim As:, dim 49); 


(TY ) (不 必 作 为 公理 ) 车 及 是 可 数 多 个 闭 子 空间 4 的 


并 集 , 则 
dim ££ ~ gup (dim A,); 


(V) 方 体 区 的 维 数 是 %n. 

因此 ， 车 名 在 类 O 中 ， 则 的 维 数 是 n， 事 实 上 ， 巾 
(1D, dim Rr?>dim I", 故 由 (V), dim rr>>n， 男 一 方面 ，R* 
是 可 数 多 个 闵 方 体 的 并 集 , 故 dim R"<n( 根 据 IV'). 

注 ”必须 避免 提出 下 述 公理 :“ 若 了 是 汇 革 上 映 入 了 的 连 
续 映 射 ， 则 像 f(z) 的 维 数 至 多 等 于 dim 卫 ”?. 事实 上 ,“ 皮 亚 
诺 (Peano) 曲线 ”是 把 线段 了 映 成 正方 形 12 的 连续 映射 ， 
及 以 这 个 条 件 与 公理 《V) 矛盾 . (关于 皮 亚 诺 曲 线 见 附 
录 . ) 

除 上 述 公 理 外 , 还 有 一 个 性 质 凶 异 的 公理 . 先 引入 一 个 概 
念 : 给 了 空间 互 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 4 与 B, 我 们 说 ， 闭 
子 集 0 把 4 与 如 隔 开 ， 如 果 于 -OO 是 两 个 分 别 包含 4 与 马 
的 不 相交 的 开 集 的 并 集 . 新 公理 如 下 : 

公理 \A)， 若 空间 对 中 两 个 不 相交 的 闭 子 集 总 可 以 说 
一 个 维 数 生 m 一 工 的 闭 子 空间 隔 开 , 则 dim 了 <<n. 
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3. 门 格 - 马 里 松 定理 


我 们 取 可 数 型 可 尺 化 空间 类 Ca 作 类 O, 并 且 不 仅 要 求 公 
理 (A) ,还 要 求 其 道 ; 车 dim 了 下 <n, 则 及 的 两 个 不 相交 的 佬 
子 集 总 可 以 被 一 个 维 数 过 %n 一 1 的 闭 子 空间 隔 开 . 这 个 加 强 
了 的 公理 与 公理 (了) 完全 确定 了 维 数 ， 确 团 地 讲 ， 用 关于 的 
归纳 法 , 定义 什么 是 维 数 委 w” 的 空间 且 , 按 定义 , 这 就 是 指 
的 任意 两 个 不 相交 的 闭 子 集 都 可 以 被 一 个 维 数 去 mp 一 工 的 加 

子 空间 隔 开 . 因为 根据 公理 (人 )， 已 经 知道 了 维 数 入 一 上 的 空 
间 ( 即 唯一 存在 的 空 集 空间 )， 从 而 依次 得 到 维 数 委 0 的 空间 ， 
维 数 达 1 的 空间 等 等 的 定义 ， 于 是 空间 下 的 维 数 等 于 满足 
dim 卫 <n 的 最 小 整数 由 如果 不 存在 这 样 的 整数 %， 就 说 空 
闻 革 的 维 数 是 无 穷 大 . 

"这样 定义 的 维 数 ; 不 曾 考 虑 到 条 件 G) 至 (V). 事实 上 ， 
它们 都 起 作用 (包括 CV”) 在 内 ), 现在 是 一 些 定理 了 ; 为 证 明 
它们 (往往 很 难 ), 要 用 到 空间 对 是 可 数 型 可 尺 化 空间 这 个 事 
实 . 还 有 , 公理 (LT) 对 于 卫 的 任何 子 空间 4 即使 是 非 闭 子 
空间 都 成 立 . 

有 关 这 种 维 数论 的 问题 ， 读者 可 参考 衣 杂 维 亲 (Hure- 
Wicz) 一 瓦尔 坚 《Wallman) 的 著作 (Dimension Theory»， 
Princeton,， 1941), 或 者 法 瓦 德 (Favard) 的 小 册子 (<Espace 
at Dimension», Albin Michel, 1950). 

”对 于 0s 类 , 如果 有 另 一 套 维 数论 , 则 空间 闷 按照 这 套 新 
理论 的 维 数 至 多 等 于 它 按照 门 格 - 乌 里 松 理论 的 维 数 ; 证 明 用 
公理 (A) 与 归纳 法 

应 该 阐明 零 维 空间 是 什么 ， 我 们 指出 , 了 是 0 维 空间 的 

‘* 206. 


充 要 条 件 是 ， 革 的 每 个 点 都 具有 基本 邻 域 组 ,使 得 邻 域 的 边 . 
界 约 是 空 集 . 然而 ,边界 是 空 集 的 集合 不 过 就 是 既 开 又 闭 的 
集合 ，0 维 空间 的 例子 ， 没 厂 是 区 闻 工 的 无 理 点 所 成 的 子 密 
间 ，D 是 0 维 空间 ， 因 为 D 的 每 一 点 % 都 有 一 族 既 开 又 闭 的 : 
基本 邻 域 ， 即 区 间 工 中 含有 z 且 具 有 有 理 端 点 的 那些 子 区 间 
与 孔 的 交 .存在 由 无 限 多 点 构成 的 0 维 紧 致 空间 : 例如 ， 由 
数字 0, 1 构成 的 无 限 排列 的 空间 鼠 ， 其 拓扑 结构 的 定义 是 : 
AR， ,Sa 这些 排列 以 排列 8 为 极限 的 充 要 条 件 是 : 对 于 
每 一 整数 ” 存在 一 整数 (nm) ,使 得 5>4Cn) 时 ， 排列 与 仿 
中 头 % 个 数字 都 相同 ， 这 个 空间 召 是 紧 致 的 , 维 数 是 0( 头 有 
个 数字 相同 的 所 有 排列 构成 召 中 既 开 又 闭 的 集合 )。 存在 一 
个 连续 映射 刀 把 这 个 空间 瑟 映 成 区 间 T= [0, 本: 对 于 0 与 


1 组 成 的 任何 排列 (mz, …, ow, …), 了 相应 地 给 出 实数 刀 - 绢 


(此 绥 数 收敛 ), 这 个 数 以 所 给 排列 为 其 二 进位 表示 , 除非 从 某 
位 开始 数字 都 是 1; 在 这 种 情形 下 , 例如 0101i11… 这 个 排列 
所 确定 的 数 等 于 排列 0110000… 所 确定 的 数 。 因 此 把 吾 映 
成 工 的 这 个 连续 映射 了 不 是 一 一 的 . 


4 亚 力 山 大 诺 夫 - 
. 捷 赫 理论 


这 种 理论 是 对 勒 贝 格 的 思想 ( 见 上 面 的 2) 加 以 适当 修改 


[ 注 ] 对 于 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 4， 可 以 相应 地 得 到 下 面 两 个 集 : 付 贴 
包 ( 或 闭 包 ) 4， 这 是 包含 4 的 最 小 闭 集 ; 内 部 和 4, 这 是 含 于 《中 的 最 
大 开 集 . 差 集 有 一 4 称 为 4 的 边界 ， 这 是 一 个 闭 集 , 也 是 4 的 补 集 
的 边界 。 扎 的 边界 是 空 集 ,就 是 指 4 也 就 是 说 和 既是 开 集 又 是 
闭 集 , 
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建立 起 来 的 .我 们 取 正 规 空间 类 Cu 为 类 CO. 给 了 空间 苹 黎 
一 个 覆盖 , 由 有 限 个 开 集 D, 组 成 , 我 们 说 这 覆盖 有 维 数 二 nm， 
如 果 下 的 每 一 点 至 多 属于 改 廊 的 %-+1 个 集合 ， 另 一 方面 ， 
我 们 说 , 开 集 六 组 成 的 覆盖 比 开 集 U, 组 成 的 覆盖 更 细 , 如 时 
每 个 这 至 少 合 于 一 个 0 中 . 在 亚 力 山大 诺 夫 - 捷 赫 的 理论 
中 , 有 如 下 定义 ， 

正规 空间 了 有 维 数 所 mn， 如 果 对 于 的 每 一 个 由 有 限 多 
个 开 集 组 成 的 改 盖 , 存在 一 个 更 纲 的 覆盖 , 也 由 有 限 多 个 开 集 
组 成 ,并且 维 数 安 ?%， 

我 们 指出 ， 这 样 定义 的 维 数 满足 公理 (I) 到 CV) 《可 能 除 
去 (IV ”)), 以 及 公理 (A). 

已 经 说 过 , 类 O4 包括 类 0s。 值得 注意 的 是 , 在 类 Ca 上 ， 
亚历山大 诺 夫 - 捷 赫 意义 下 的 维 数 等 于 门 格 - 乌 里 松 意 义 下 的 
维 数 . 

另 一 方面 ， 类 0% 包括 紧 致 空间 类 OQ1， 因 此 亚历山大 诺 
夫 - 捷 替 的 理论 也 就 产生 了 紧 致 空间 的 维 数论 〈 门 格 -马里 松 
的 理论 只 给 出 了 可 尺度 化 的 紧 空 间 的 维 数 ). 紧 致 空间 的 这 
种 维 数 理论 满足 前 述 所 有 公理 , 包括 (IV“). 

现在 我 们 要 给 出 紧 致 空间 维 数 的 另 一 特征 . 有 一 类 紧 致 
空间 ， 即 多 面体 ， 甚 维 数 是 明显 的 . 事实 上 , 根据 公理 (0) 到 
(V)， 一 个 多 面体 的 维 数 显然 是 拼 成 该 多 面体 的 诸 单 形 的 最 
大 维 数 .这 表明 坚 致 空间 维 数 的 概念 可 归结 为 多 面体 维 数 的 
概念 。 为 简便 计 ， 假设 所 考 在 的 紧 臻 空间 革 的 拓扑 结构 ;9 
距离 确定 ; 依 定 义 , 把 下 映 入 一 多 面体 了 的 连续 上 映射 是 人 缺 
射 ， 如 果 书 的 每 一 点 的 逆 像 是 下 中 直径 二 s 的 集合 (这 里 s 
表示 一 个 正 数 )， 我 们 指出 下 列 定理 ， 紧 致 空间 瑟 有 维 数 
mw 必须 是 只 需 对 于 每 一 s>0, 存在 维 数 二 的 多 面体 以 
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及 把 于 映 入 了 的 8 映射 . 

下 面 是 这 个 准则 的 一 个 应 用 ， 几 平 显 然 ， 两 个 多 面体 户 
与 & 的 积 能 齐 分 威 单 形 , 如 此 客人 分 后 的 了 x8Q 的 维 数 是 了 与 
4 维 数 的 和 , 由 此 推出 , 车 并 与 了 是 两 个 紧 致 空间 , 则 有 . 

dim(X xY)<dimX -+dimY. (1) 

遗憾 的 是 , 等 式 不 总 是 成 立 , 邦 特 列 雅 金 在 1930 年 给 出 一 例 ， 
两 个 维 数 为 2 的 紧 致 空间 , 其 积 的 维 数 是 3. | 

不 等 式 (由 在 亚历山大 诺 夫 - 捷 幸 的 理论 中 也 真 .事实 上 ， 
车 肝 与 Y 属于 类 O。 则 可 将 它们 扩张 成 紧 致 空间 浆 与 傅 ， 
使 得 dim 室 dim 下 ，dim 了 一 dim 了， 于 是 对 x 了 扩张 成 


管 x 了 ,并 有 


dim (XxY)<dim(Yx?)<dim +dim? 
dim 玉 十 dim 了， 
这 就 证 明了 (D 


5. 局 部 紧 致 空间 的 维 数 


在 这 一 理论 中 ， 我 们 将 局 部 紧 致 空间 也 的 维 数 定 义 成 
辽 的 紧 致 子 空间 维 数 的 上 确 界 ( 紧 致 空间 的 维 数 如 本 讲 第 4 
节 所 定义 )， 于 是 得 到 了 类 0s 的 维 数理 论 , 它 满足 OD 至 (V) 
的 所 有 公理 (包括 (TV) 也 满足 公理 (4) 与 关系 (). 
因此 , 我 们 实际 上 有 两 种 维 数理 论 ， 一 种 是 空间 类 0 的 
维 数论 ( 见 本 讲 第 8 节 ), 现在 这 种 是 局 部 紧 致 空间 类 Os 的 维 
数论 . 使 人 愉快 的 是 : 在 公共 类 CaniOs 上 , 两 种 理论 一 致 : 车 一 
局 部 紧 致 空间 并 属于 类 Os (为 此 , 必须 且 只 需 子 是 可 数 多 个 
可 尺度 化 的 紧 致 子 空间 的 并 集 ), 则 也 在 门 格 - 乌 里 松 意 义 下 
的 维 数 正好 等 于 . 卫 中 紧 致 子 空间 维 数 的 上 确 界 , 这 是 因为 门 
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格 - 乌 里 松 的 维 数 满足 公理 (TV )， 
上 述 两 种 理论 中 , 维 数 的 概念 都 有 一 种 局 部 特征 : di.1 全 
<w 的 充 要 条 件 是 : 每 一 点 都 有 一 个 闭 邻 域 , 其 维 数 二 %. 


空间 如 的 子 空间 


设 子 是 户 的 子 空间 ， 故 之 属于 类 Ca. 车 下 包含 让 
的 一 个 非 空 开 集 , 则 显然 dim 下 一 mn， 其 遂 亦 真 . 若 互 是 本 
的 子 空间 , 维 数 恰 为 mw， 则 五 包含 应 的 一 个 非 空 开 集 . 在 六 
是 紧 致 子 空间 的 特别 情形 下 ,这 一 点 是 容易 理解 的 : 事实 上 ， 
假设 侍 没 有 内 点 ， 取 多 面体 PC 己 B， 它 包含 及 并且 由 直径 


<s 的 单 形 组 成 .在 PP 的 每 个 % 维 单 形 内 部 选取 一 点 不 属于 


于 ， 从 这 点 把 互 在 这 个 单 形 中 的 那 部 分 投影 到 单 形 的 边界 
上 , 对 于 卫 的 所 有 维 单 形 如 法 炮制 , 便 得 一 个 连续 映射 ， 把 
并 映 入 书 中 维 数 生 % 一 上 的 那些 单 形 的 并 集 P'， 这 是 一 个 8 
上 映射， 把 卫 映 入 一 个 维 数 <n 一 1 的 多 面体 ， 所 以 dim 了 << 
$6 一 1 

紧 致 空间 是 些 什 么 样 的 空间 呢 ? 紧 致 空间 可 以 实现 为 欧 
氏 空 间 Br 的 闭 子 空间 (因而 也 可 以 实现 为 方 体 I 的 于 空 
闻 )， 这样 的 空间 显然 应 是 可 尺 化 度 的 .其 逆 定 理 亦 真 ( 门 格 
- 庶 贝 宁 ): 车 了 是 % 维 可 尺 化 的 紧 臻 空间， 那么 卫 可 以 实 
现 为 2n 十 1 维 方 体 T”+! 的 闭 子 空间 . 但 是 ， 的 确 有 一 些 % 
维 可 尺度 化 的 紧 致 空间 ， 不 能 实现 为 方 体 ”的 子 空 间 〈 例 
如 , 2n 十 2 维 单 形 的 诸 %w 维 面 的 并 集 ). 


7。 映 入 球面 5 的 映射 


设 了 是 紧 致 空间 ,4 是 革 的 闭 子 空间 ;把 4 映 入 空间 
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R" 的 每 一 连续 映射 可 扩张 成 把 整个 全 映 入 Br 的 连续 映射 
< 当 卫 为 正规 时 也 真 )， 但是, 如果 考 虑 喘 入 球面 S, 的 映射 ， 
纠结 论 不 真 ; 例如 , 设 妃 是 mw-+1 维 球体 ， 即 并 中 到 原点 
昌 襄 叶 1 的 点 集 (55 是 Ba 的 边界 )， 了 了 十 的 恒 等 映射 ， 
则 可 证 明 ， 了 不 能 扩张 成 把 Br 上映 入 S 的 连续 映射 

紧 弘 空间 的 维 数 有 如 下 特性 ，dim 下 <n 的 充 要 条 件 是 : 
对 任意 闭 子 空间 4CC 把 4 映 入 5, 的 连续 映射 f, 可 以 扩 
张 成 局 说 映 入 5 的 连续 映射 . 

对 于 门 铬 -急电 松 的 维 数 (如果 了 是 可 数 型 可 尺度 化 空 
闻 ) ,上述 性 质 也 成 并. 

了 民 党 推出 下 述 性 质 : 若 了 是 局 部 紧 致 空间 革 的 闭 子 空 
闻 , 则 诅 

dim X<sopdimY, dim(XF—Y)). (2) 

素 汇 工 , 在 门 模 - 与 时 松 理 沦 中 也 有 上 面 的 不 等 式 , 因为 这 时 
开 集 及- 了 是 可 数 少 个 闭 集 的 其 集 


8. 补 子 空间 


空间 互 叫 艇 演 通 的 , 如 果 它 不 是 两 个 不 相交 的 非 空 开 子 
集 的 并 对 . 王 全 从 库 通 空间 下 中 除去 一 团子 集 4, 则 补 空间 
闷 -4 可 能 不 连通 (例如 筷 是 空间 忆 ，A 是 超 平面 )， 然 而 ， 
我 们 指出 ,车 并 是 郊 维 连通 流 形 ，4 是 维 数 <n 一 2 的 闭 子 空 
间 , 则 空间 下 一 4 连通 (例如 , 除去 一 点 的 平面 是 连通 的 )， 当 
4 为 4 一 二 维 时 ， 确 切 地 讲 ，4 作为 拓扑 空间 是 m 一 1 维 流 形 
时 ,结果 又 邵 何 呢 ? 我 们 不 各 证 明 地 提出 一 般 的 约 当 - 布 劳 书 
尔 定 理 ; 设 三 是 % 维 “可 定向 ” 流 形 , 连通 而 且 “ 单 连通 ”( 这 就 
是 说 ,每 条 闭 胆 线 可 形变 为 一 点 ), 车 一 个 n 一 1 维 流 形 ( 不 能 
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是 否 连 通 ) 骨 入 于 成 为 闭 子 空间 4, 则 于 一 4 的 连通 区 的 个 
数 等 于 4 的 连通 区 个 数 加 1; 此 外 ,4 的 每 一 连通 区 必 是 可 
定 癌 的 .这 个 定理 特别 适用 于 所 是 空间 尼 的 情形 . 


9. 与 上 维 测度 的 关系 


设 于 是 可 数 型 可 尺 化 空间 ， 在 了 上 确定 了 一 尺度 ， 于 
是 ， 对 每 个 整数 %， 令 Tn ( 节 ) —int 之 CR"， 这 里 诸 握 ， 组 成 


互 的 可 数 覆 盖 ， 对 所 有 这 种 覆 靖 求 下 确 界 , 4(,) 表示 按 已 知 
尺度 算出 的 及 , 的“ 直径” 当 导 紧 致 时 , 可 以 只 考虑 有 限 覆 盖 ， 
我 们 指出 ; 若 msa( 和 ) 一 0, 则 dim 节 <n. 有 一 个 类 似 于 逆 定 
理 的 结果 : 车 dim 环 <n, 则 对 上 在 在 一 个 尺度 , 使 得 m1 ( 邓 ) 
0; 还 可 以 把 对 实现 为 7>+1 的 子 空间 , 使 得 方 体 的 尺度 产生 
的 互 的 尺度 就 合乎 要 求 . 

例如 ， 取 区 闻 工 作为 对 ,这 是 1 维 空间 , 区 间 内 两 点 间 的 
通常 距离 作为 尺度 、 显 然 ,了 可 以 被 有 限 多 个 区 间 覆 姜 , 这 些 
区 冯 长 度 的 平方 和 可 以 任意 小 . 

结论 我们 希望 ， 上 面 这 个 硬性 压缩 的 概述 能 够 使 读者 
对 拓扑 学 中 与 “ 维 数 ” 概 念 有 关 的 种 种 问题 有 所 了 解 ， 


附录 ， 皮 亚 诺 曲线 


“考虑 等 历 直 角 三 角形 卫 , 设 86 与 81 是 两 锐角 的 顶点 .我 
们 来 定义 一 个 连续 映射 % 把 区 间 工 - [0, 二 映 成 四 ， 使 得 
g(0) -So 9g(D =S， 将 这 样 得 到 的 “曲线 "再 添上 关于 了 的 
斜 边 的 对 称 图 形 , 我 们 就 得 到 一 条 填 满 正 方形 的 “上 曲线 ”. 

为 此 , 再 考虑 本 讲 第 3 节 定义 的 空间 瑟 ， 现 在 定义 把 轧 
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喘 成 了 的 连续 映射 。T 的 直角 平分 线 将 T 分 成 两 个 ( 闲 ) 
三 角形 To 与 Zi, To 含有 顶点 So, 2 含有 项 点 必 、 同 样 ,To 
是 两 个 相等 三 角形 To 与 Tw 的 并 ，24 是 两 个 三 角形 de 与 
Ts 的 并 , 这 里 Too 是 含有 8 的 三 角形 , Zus 是 含有 TD 的 直角 
顶点 的 三 角形 , 同样 , Tio 含有 了 的 直角 顶点 , Tn 食 有 51. 重 
复 这 个 过 程 , 把 三 角形 Too， Toa， To Tz 的 每 一 个 又 各 分 成 
要 个 相等 的 三 角形 ， 用 Teo0o，Too 表示 oo 所 分 成 的 两 个 三 
角形 , 等 等 。 确 切 地 讲 , 诸 三 角形 的 编号 使 得 序列 
JT'000, Toor, Toi0, oz， Ti00, L101s Ti10, TIntn 

中 ， 相 继 的 两 个 三 角形 乌有 
一 条 公共 边 ( 图 2). 如 紫 继 
续 下 去 : 对 于 每 个 整数 %w， 二 
角形 了 被 分 成 2" 个 相等 的 
三 角形 ， 其 中 每 一 个 对 应 于 
由 0 或 1 组 成 的 % 个 数 的 排 
列 . 

现在 汰 虑 空间 马 的 一 
点 ， 即 数字 0 或 工 的 一 个 无 
限 排 列 , 例 旭 , 001011i…; 对 
于 这 个 排列 ,我们 相应 地 得 到 三 角形 的 无 限 序 列 ; 

2 o， 4 oo0， 2 oo -oolo， 2 ooiol， 4 ootodd， 4 ooio-d， °° 
其 中 每 一 个 都 包含 下 一 个 , 它们 的 直径 趋 于 零 , 所 以 有 唯一 的 
公共 把 . 者 用 zz) 表示 这 一 公共 把 , 就 定义 了 一 维 把 吾 了 有 映 入 
T 的 上 映射， 可 验 明 连续 , 因为 的 每 一 点 至 少 属于 三 角 
形 套 的 无 限 序列 , 故 刀 把 如 映 成 了 .然而 ,$ 3 曾 定 义 了 把 允 
映 成 区 间 了 = [0, 41 的 连续 映射 J; 羽 一 方面 ， 车 两 个 无 限 排 
列 ( 例 如 2 一 010114141… 与 9 一 0110000…) 使 得 f(w) 一 了 (%)， 
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则 易 证 (2) (C9) , 即 确定 了 的 同一 点 。 着 对 每 一 感 4E1L， 
选取 一 w€E 加 , 使 得 Fo) 一 v, 则 元 素 CW) ET 与 v 的 选取 无 
关 , 记 为 g(w)， 由 此 得 到 把 荆 映 成 了 的 映射 0 9 是 汽 续 的 ， 


到 为 它 把 区 间 [0， 二 | 映 成 Yo， 把 区 闻 | 计 ，1) 只 成 ， 把 


必 、 


1 及 A O's ep ee Ee rh ST 1377 
[0, 于 | 映 成 Zo, 等 等 .这 映射 9 正 是 要 求 的 “ 皮 亚 诺 昌 线 ” 

注意 , 对 于 任何 一 点 i 也 , 至 多 存在 工 的 四 个 点 ,被 9 上 映 
成 改 一 般 只 有 一 个 这 样 的 点 . 

图 3 是 皮 亚 诺 曲线 的 近似 《画册 的 三 角形 有 六 个 数字 的 
脚 标 )、 
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基本 和 群 


J. 上 . Serre 《法 兰 西学 院 教 授 ) 


1. 引 言 


屠 悉 的 概念 可 以 按照 几何 问题 中 经 常 磋 到 的 一 种 情况 提 


出 来 ; 我 们 先 讲 儿 个 例子 


a) 设 了 了 是 回 柱 体 上 的 螺旋 线 ( 见 图 二 ,用 表示 殷 埋 施 


线 了 映 成 圆柱 体 底 贺 的 投射 算 子 : 
节 ~> 拓 .这 个 隐身 是 局 部 同上 坚 上 菊 身 :和 若 
的 一 点 ，0= 0(00) 是 其 投影 ， 别 
y 的 适当 邻 域 ( 偶 如 一 小 段 弧 ) 与 2 的 
通 当 人 全 瑾 之 间 ， 定义 了 一 个 一 一 县 忱 
连续 对 应 .不 言 而 喻 , p 不 是 整体 同 还 到 
射 ， 辐 疙 了 的 相 异 点 在 了 内 可 以 有 和 相 
司 膨 做 ， 我 们 说 了 是 革 的 元 限时 覆 
并 一 种 提 法 ， 可 以 把 上 述 窗 罕 间 从 
“ 节 度 ”更 i 对 于 每 个 元 素 xcE ,相应 
地 得 到 翁 在 辐 周 局 上 确定 的 点 Do0， 
pb) 下 空 3 证 RR" 的 球面 9 为 了 , 即 
满足 oz2=1 的 点 (wo,…, ww) 的 集合 
这 时 空间 所 是 多维 实 射影 空间 , 记 为 二 ， 
投射 p: 了 一 对 于 点 (wo， 0 ES AN。， 


相应 地 给 出 也, 中 齐 
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次 坐标 为 (zo，…， ww) 的 点 ， 这 投射 是 把 了 映 成 卫 的 连续 映 
射 ， 双 的 每 一 点 都 是 了 的 两 个 对 径 点 的 像 。 这 是 两 叶 窗 雹 
的 例子 . 

PP。 以 SB, 为 发生 这 一 事实 可 以 用 来 研究 Ps。 上 的 糖 图 型 
非 欧 几何 , 相当 于 5。 中 通常 的 几何 结构 (由 BR" 的 尺度 导出 
的 几何 结构 )， 

oj 取 了 =S，, 视 为 范 数 是 1 的 四 元 数 4 十 b5-Fcj 十 8 的 
集合 , 四 元 素 的 乘法 使 S 具有 拓扑 群 的 结构 ; 此 外 , 如 五 ， 启 
当 所 证 , 这 是 除 Sa 外 唯一 具有 这 种 性 质 的 球面 . 

我 们 把 三 维 空间 的 点 到 一 (w, y, ?) 与 “ 纯 ” 四 元 素 吗 十 
Yj 二 2b 等 同 。 若 9€ Ss, 令 Ro(M) =4 到 ,这 里 的 乘积 是 四 
元 数 代 数 中 的 积 ; 立即 可 证 , Ru《MM) 仍 是 纯 四 元 数 , 故 为 站 的 
一 点 , 还 有 , Ra( 脏 ) 的 范 数 等 于 2 的 范 数 . 因此 ,把 万 映 入 
自身 的 线性 变换 BE 保持 距离 不 变 ; 若 用 8O0(3) 表示 三 维 空 何 
的 旋转 群 , 那么 go 一 .es 是 一 连续 同 态 映射 2 Ss—>SO(3)， 容 
易 验 明 p 是 局 部 同 且 ， 每 个 旋转 .RE SO(3) 都 由 两 个 互 逆 的 
四 元 数 产生 . 本 和 钢 又 基 两 叶 履 从, 可 以 使 对 旋转 群 的 研究 化 
为 对 Ss 的 研究 , 一般 说 来 , 这 样 更 为 简单 . 

比较 例子 中 与 0 可知， 群 SO(3) 与 射影 空间 Ps 同 胚 ， 
这 个 结果 可 以 直接 由 几何 论证 得 到 . 


2. 著 芝 的 定义 


设 了 与 了 是 两 个 拓扑 空间 ，p: 工 一 至 是 把 二 映 成 之 
的 连续 映射。 我 们 说 , 了 是 了 由 投影 jp 确定 的 履 登 , 如 果 对 
了 于 每 个 w&€ XX, 存在 的 开 集 U, 含 有 w, 具 有 下 列 性 质 . 

(BR) UV 在 了 中 的 逆 像 np 了 (D0) 是 一 些 互 不 相交 的 开 集 
4216 


图 9 


V, 的 并 集 , 使 得 对 于 每 个 指数 % 投影 7 一 7 是 把 V, 映 成 
UV 的 同上 胚 映射 ( 见 图 2) . 

这 个 条 件 可 以 表达 得 更 简单 , 只 要 我 们 先 定义 空间 节 的 
所 谓 阐 单 禾 笃 .这 是 指 积 空间 芋 X 召 , 这 里 如 是 一 个 离散 空 
间 , 映射 p; 下 XxX 吾 -> 对 不 过 是 在 第 一 个 因子 上 的 投影 ， 于 是 
条 件 (已 ) 可 表达 成 P +(D) 同 构 于 习 的 简单 覆 释 . 换言之 ， 
每 个 履 登 局 部 同 构 于 简单 发 肥 ，( 注 意 ， 如 果 不 假设 妃 离 散 ， 
那 就 得 更 一 般 的 纤维 空间 的 概念 . ) 

不 难 验 明 , § 1 诸 例 满足 条 件 (R). 例 &) 中 ， 只 和 考取 口 为 
含有 已 知 点 zw 的 任意 图 弧 ， 例 孔 中 , 取 品 为 PP， 中 控 掉 一 张 
不 通过 2 的 超 平面 后 的 点 集 . 


3. 覆 益 上 的 道路 


覆 稚 的 理论 只 有 对 空间 于 与 了 作 了 “局 部 正则 ”的 假设 
后 才 是 令 人 满意 的 ; 假如 把 全 不 连通 空间 ， 例 如 康 托 完全 集 ， 
取 作 空间 总 , 那 会 是 荒唐 可 和 矣 的 。 我 们 不 打算 提出 最 少 的 假 
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设 ; 今 设 (查实 上 这 是 过 份 限制 了 ) 王 是 拓扑 流 形 .这 就 是 说 五 
是 隔离 空间 ， 忆 的 每 一 点 都 有 与 2Y 的 开 代 闻 胚 的 开 领 域 , 再 
证 信 是 连通 的 ; 这 时 ， 整数 名 是 和 津 数 ， 即 空间 入 的 维 数 (参见 
匡 . 喜 当 的 讲演 ).。 由 于 条 件 ( 嫩 , 了 也 是 % 维 流 形 (但 不 必 
连通 ). 

直观 上 看 , 空间 区 与 了 显然 不 能 太 不 相同 ,它们 是 局 部 
同 构 的 (因此 覆 徐 的 概念 也 同 微 分 几何 有 有关 )， 所 以 只 有 歼 体 
性 质 上 的 差别， 我 们 可 以 证 想 ,在 空间 XX 与 了 中 给 出 一 人 
看 看 有 和 件 么 办 法 可 以 瑚 和 定 另 一 个 。 事实 上 ， 只 要 从 六 出 发 ， 
便 可 找到 简单 的 结论 , 这 有 驯 于 考虑 革 与 了 上 的 道路 . 

按 郧 和 拓扑 空间 革 上 的 一 条 道路 是 一 个 连续 映 里 
7 一 六 ,这 里 工 表示 区 闻 吕 , 41]j， 如果 用 zi 代替 fQ) ,那么 一 
家 是 的 一 族 点 wi, 连续 依 炮 于 下 标 4E 10, 起、 把 vo 
与 cd 分 别称 为 道路 的 起 点 与 终点 ; 一 条 闭合 的 道路 zo= 
x) 称 为 (在 点 zo 的 ) 亲 路， 因 闷 连通 ,所 以 给 邓超 点 和 终点 
总 有 一 条 连结 它们 的 道路 . 

了 上 的 一 条 道路 yi 容 为 六 上 的 一 条 道路 4 的 提升 ， 如 
果 对 每 个 tE 了 有 p(y) 二 zt、 这 样 的 道路 悟 存在 ， 确切 地 讲 
有 ， 

若 zi 是 革 上 的 一 短 道 所 ，yo 太 了 A 被 投 寻 成 以 Co, 
出 工 了 存在 瞧 一 一 条 站 2 以 有关 起 点 着 且 是 er 的 二 升 . 

事实 上 上, 先 设 绪 区 结 说 应 工 一 全 是 简单 鸭 ,如 于 一 入 关 卫 ， 

五 离散 ， 于 丰 给 定 的 go 可 以 写成 ? go 一 (Xo 2，xE 天 ,省 或 网 

道路 必 力 ms (ze, 为 ， 特 殊 情 涪 得 证 一 般 情形 柯 归 结 为 网 
才 的 特 例 , 从 要 注 辣 我 们 可 拒 区 间 [0, 刁 分 谢 成 一 些 区 闻 Li 
5 ， 使 得 经 [trl 人 时， zw 含 于 一 个 开 集 ,而 Ui 41 $2 
的 性 质 ( 刀 ,把 刚才 得 到 的 结果 应 用 到 简单 禾 辣 结构 Pp (Us) 
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->0, 知 . 只 要 给 了 起 点 yt,， 刚 在 bi tt 时 ， 存 在 唯一 的 
4 由 此 一 段 一 段 地 得 到 久 在 0 和 431 时 的 存在 及 唯一 性 . 

注意 ， 吞 wr 是 闭路 ， 则 道路 yi 的 终点 Yi 被 投射 成 wo; 但 
一 般 没 有 yo 一 办 ,换言之 ,一 条 闭路 的 提升 未 几 是 闭路 ( 兄 图 
3) .在 例 a) 中 , 和 若 取 贺 周 本 身 〈 具 有 适当 的 参数 表示 ) 为 闭路 
zw 则 点 妇 位 于 vo 的 “上 面 一 圈 螺 旋 线 ”" 上 ， 在 例 9) 中 , 若 取 
绕 z 轴 转 2xxz 的 旋转 为 ， 则 有 =cosrzt 上 sno， 由 此 
yo 一 1, 中 一 一 1. 这 差不多 就 是 覆 秋 结构 的 特性 ; 为 表明 此 
局 , 需要 基本 群 的 概念 , 下 节 就 来 定义 . 


4. 同 伦 的 道路 .基本 群 


设 卫 是 拓扑 空间 ,了 与 9 是 蔗 上 的 两 条 道路 ， 有 相同 的 起 
点 4 与 终点 5， 我 们 说 , f 与 g 同 伦 ， 如 有 果 存 在 信 的 一 族 道 路 
fu 0 三 w1, 都 以 ac 为 起 点 5 为 终点 ,， 使 得 fo=f, 户 =9 并 
且 连 续 依赖 于 尺 即 f4() 是 偶 对 Cw, 轧 的 连续 一 数 )。 易 见 职 
具有 已 知 起 点 与 终点 的 道路 而 言 ， 同 伦 是 一 等 价 关 系 ， 记 成 
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f~y. 

邮 伦 关系 当然 通用 于 在 定点 wo 的 闭路 ， 在 闭路 之 间 还 
有 一 个 合成 法 则 , 滥 f 与 g 其 三 厅 轩 路, 它们 旧梦 frg 是 一 东 
闭路 ， 先 走 遍 了, 然后 再 责 遍 9 而 得 . 当然 应 当 精 确 说 明 所 用 
的 参数 表示 : 


+ 


f*g(t) -| i 
9(24 一 1), 若 吉 <i<1. 

容易 验 明 , 这 合成 法 则 与 同 伦 定 义 的 等 价 关 系 是 相 容 的 ,， 

换言之 有 : 
J ~ 了 9 一 9 一 大 gg 一 三 *9 

因此 ， 在 ze 的 闭路 ( 同 伦 ) 类 的 集合 吓 ( 工 , wo) 中 可 以 引 
进 合 成 法 则 , 即 是 由 f*g 求 商 而 得 , 从 而 wi (了, wo) 构成 一 个 
群 , 因 为: 

i) 存在 单位 元 素 e， 即 常 值 闭 路 的 同 伦 类 ， 对 任何 二 有 
6(t) = wo. 

应 当 验 明 : 对 每 条 闭路 了 ,我 们 有 ~ fx*e， 为 此 定义 一 族 
闭路 Ou 0<sv<s|， 如 下 . 


六 (十 人， 车 0<i<- 工 
gult) -| Tw 


化 0， 蔡 <t<l. 


我 们 有 go 一 f, 91 一 f*9, 由 此 f 改 Jf*#6， 同样 可 证 f~exf. 

i) 对 每 条 闭路 f, 了 的 同 伦 类 有 逆 元 素 ， 即 是 (2) = 
(1 一 力 确 定 的 闭路 的 同 伦 类 . 

应 当 验 明 . f*j’'~e， 为 此 , 定义 一 族 闭 路 及, 0 和 vs<1, 如 
下 :; 
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(2 ， 车 0<i< 丘 


pO ~| 2 
f(2w(1 一 各 )， 车 去 <i<1 
我 们 有 hj。 一 e, 到 = 大庆 由 此 .Fr 六 一 2. 
和 过) sri《 玉 ,zo0) 的 合成 法 则 是 结合 的 . 
应 当 验 明 , 车 fg. 有 是 三 条 闭路 , 则 有 ; 
(frug)*h~fr(grh). 
为 此 , 定义 一 族 闭 路 六，0<w<1 如 下 : 
f (4t/ 代 士 四)， 
| 若 0<t< (Fw) /4, 
g(4dt—1i—w), 
和 一] 车 (1 十 ww)/4<t< (2+w) /4, 


h(1+4(t—1)/ (2—w)), 
LL 若 (2 十 /4 所 t 和 1. 
我 们 有 如 一 (f*9)*h, 一 f*(g*h)。 由 此 得 到 所 要 的 结 


C=: _ 
当 了 是 弧 连 通 空 间 时 (连通 流 形 就 是 如 此 )， 可 以 证 明 ， 
诸 群 由 (和 ,wo)，zE 互 ， 都 同 构 ， 于 是 可 以 写 ms( 卫 ) 代替 
mi( 筷 ,wo)， 称 为 空间 五 的 基本 群 (或 者 普 兄 卡 雪 群 )， 当 
mi(o) 一 0， 即 每 一 闭路 同 伦 于 常 值 闭路 时 ， 互 名 做 单 连通 空 
间 . 

(了 除 ml) 外 ,可 定义 群 w,( 卫 ), n 这 2， 称 为 对 的 同 伦 
群 , 与 覆 琶 理论 无 关 )、 


5、 底 空间 的 履 秋 空间 的 分 类 


继续 5 3 的 讨论 ， 设 了 是 拓扑 流 形 的 桥 生 空间 ， 已 
~ 221. 


经 知道 ， 肚 上 有 同一 终点 的 两 条 道路 zw 与 x: 未 必 能 提升 成 
了 上 有 辐 样 性 质 的 道路 ; 然而 w 与 以 同 伦 时 ， 确 是 如 此 ， 当 
这 两 条 道路 足够 接近 时 ， 结 论 显然 ,而 一 般 的 情形 ,按照 &3 
所 用 的 方法 可 以 化 为 上 述 情 形 . 

于 是 , 设 wo 是 子 中 的 定点 ， 令 如 一 p (zco) 是 了 Y 中 被 投 
射 成 zo 的 点 y 的 集合 。 车 yE 五， f= 二 ww 是 芋 上 在 wo 处 
的 闭路 ， 则 据 前 述 , 了 上 有 唯一 一 条 道路 以 9 为 起 点 , 并 且 是 
道路 了 的 提升 ， 它 的 终点 Yi 只 依赖 于 闭路 了 的 同 伦 类 a， 因 
紫 , 可 表 上 wi*a， 我 们 有 下 列 等 式 ， 

人 一 | 
yx* oxB) = (Yy*0) #8, 藻 @, EECED). 

对 于 每 个 a€E mi( 导 ), 庙 莫 , yyxa 是 集合 五 的 置换 , 它 
对 于 两 个 元 素 w 与 B 的 积 , 相应 地 给 出 置换 的 积 ( 闫 序 相反 )， 
这 洁 识 说 ,我们 得 到 mmr( 了 于) 由 如 的 置换 给 出 的 表示 . 

底 空 间 款 的 履 堆 分 类 和 定理 可 以 叙述 如 下 : 

ni( 斑 ) 由 集合 如 的 置换 给 出 的 每 一 表现 对 应 于 唯一 一 
个 履 革 了 > 对 (当然 是 在 同 构 的 意义 下 唯一 ). 

只 介绍 证 明 的 点 理 : 总 的 说 来 , 问题 在 于 由 下 、 太 以 及 运 
算 yx*a, YEH ooE mi( 了 ) 重 新 造 出 了 , 令 zE 了 ,我 们 可 用 一 
条 道路 了 把 ”在 互 中 的 投影 p(%) 与 点 vo 联络 起 来 , 求 这 条 道 
路 的 提升 , 则 至 少 有 一 条 道路 可 以 把 “联络 到 一 点 YE 已 ， 和 再 
有 有， 知道 了 与 也 便 确 定 了 辐 两 对 元 卖 4， 廊 与 Cg 对 应 
于 同一 点 : 的 充 要 条 件 是 : 闭路 f*g 的 同 伦 炎 a 把 y 变 成 4 
即 久 =oyxa( 见 图 4)， 因此 ， 加 果 在 元 素 对 (y, 了 ) 的 集合 中 引 
进 下 列 等 价 关系 : 

(Cy, 有) 和 ~(W9)， 范 wy*(f*g) 守 ， 
[ 注 ] 这 里 的 (f*9') 应 该 是 它 的 同 伦 类 ,一 一 译 者 注 
a 222 。 
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则 相应 的 商 集 可 以 视 为 Y. 

剩 下 的 事 就 是 只 由 开 , 殖 以 及 运算 yra 来 定义 了 的 拓扑 
结构 ， 这 不 会 出 现 严重 的 困难 (不 过 正 是 这 里 需要 及 的 局 部 
正则 性 假设 ). 

并 有 趣 前 是 了 “为 连通 空间 的 情形 , 就 是 说 吾 的 两 点 可 以 

EE 内 一 完 四 中 便 得 yo*w 一 go 的 元 素 aE wi( 切 ) 
的 集合 今 是 wi( 苇 ) 的 子 群 五 , 召 可 以 视 为 wx( 斑 ) 的 模 玉 等 价 
类 的 集合 . 因此 我 们 看 到 六 的 连通 覆 合 与 om (人 ) 的 子 群 成 对 
应 . 符 别 , 要 使 节 的 连通 覆 蕉 只 是 i 站 办 和 完 要 条 
件 是 : 开 是 单 连通 的 . 

荐 到 妃 是 噬 () 的 单位 元 所 成 的 子 群 ， 屠 人 么 得 到 的 到 的 - 
覆盖 苹 称 为 全 的 万 用 改 登 . 术语 “万 用 ”意味 辱 外 是 于 的 
任何 连 这 禾 准 了 的 柳 芍 换言之， 投射 p， 之 -> 邓 被 分 解 成 
> 了 -> 

特别 , 在 是 单 连通 空间 , 这 是 于 的 唯一 一 个 具有 上 述 性 
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质 的 连通 覆 礁 . 

车 了 是 了 了 的 一 个 履 释 , 投射 为 p, 了 的 自 同 构 是 捐 任 何 
连续 映射 g. 了 -> 了 , 满足 pog=p, 这 样 的 映射 必 为 把 了 映 成 
自身 的 同 胚 映射 、 在 了 == 访 的 特殊 情形 ， 我 们 指出 三 的 由 
同 构 群 与 oa( 民 ) 同 构 ( 同 构 映 射 与 点 yoE 的 选取 有 关 ); 又 
的 两 点 蚁 与 ys 有 同样 的 投影 ， 充 要 条 件 是 ， 存 在 让 的 自 辐 
构 % 使 得 9g(o) 一 g(a). 


6. 基本 和 群 的 确定 


我 们 已 经 看 到 , 知道 了 空间 总 的 基本 群 ri( 习 ) ,就 可 以 确 
定 并 的 所 有 覆 芍 .因此 , 对 于 给 定 的 空间 下 ,算出 mi( 卫 ) 是 有 
益 和 的 .下 面 举 几 个 计算 mi( 玉 ) 的 例子 ， 

1) 对 一 Pr, nm 维 欧 氏 空 间 . 

设 f 蚌 起 点 与 终点 均 为 (0,，…, 0) 的 闭路 ， 车 0<u<1, 
令 Fu 有 一 wb， 则 户 = 记 而 闭路 .P 是 常 值 闭路 因此, 任 
何 闭 路 都 同 伦 于 0, 这 表明 应 单 连通 , 换言之 吧 (C) 一 0， 

更 一 般 地 , 同样 的 推理 也 适用 于 户 的 每 一 出 开 集 . 

2) 三 一 S, 圆周 . 

因 wz(BR) =0, 故 $§1, 例 a) 的 覆 登 ->S1 是 Si 的 万 用 覆 
登 , 它 的 自 同 构 群 与 m1 (Sz) 同 构 。 这 自 同 构 群 显然 由 幅度 为 
na 的 牌 直 移动 构成 , 这 里 gc 是 两 圈 螺 线 的 距离 ， 所 以 这 个 群 
闻 构 于 整数 群 %, 由 此 得 到 

wi(S1) =2, 

3) 了 邓 一 S,，R"™? 中 的 %% 维 球面 ( 设 n>2). 

首先 指出 ，S, 上 的 每 条 闲 路 f 可 形变 成 一 条 “折线 “型 闭 
牛 ， 由 首尾 相 接 的 大 贺 弧 组 成 (把 区 间 工 = [0, 要 分 成 子 区 
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间 ， 使 得 每 个 子 区 间 上 点 (人 保持 在 一 个 固定 半球 的 内 部 ， 
再 定义 一 个 从 这 个 半球 到 大 圆 驱 上 前 形变 ) .然后 , 我 们 选取 
一 点 卫 ， 不 在 新 闭路 六 上 (对 二 了 这 不 一 定 可 能 ， 皮 亚 诺 曲 
线 ! )、 忆 在 S, 中 的 补 集 与 记 同 胚 ， 作 球面 投影 便 可 证 实 丝 
点 ; 根据 1), 闭路 广 在 这 补 集 中 与 0 同 伦 , 自然 在 5S, 中 也 同 
伦 于 0, 所 以 了 也 同 伦 于 0， 由 此 得 到 
md) =0, n>2. 

4) 了 革 一 PP, n 维 射 影 空 间 ， 

对 于 mc 一 二 忆 与 有 同 是 , 故 ma(CPi = 入. 现 设 w>>2, 这 
时 8§1, 例 b) 中 的 覆 准 5S.->P, 是 PP 的 万 用 覆 堆 ,因为 rci) 
一 0; 于 是 这 个 履 登 的 目 同 构 群 与 wi( 了 ,) 同 构 。 又 因 是 两 叶 
材 玖 , 故 wi(Pn) 是 两 个 元 素 的 群 . 由 此 得 到 

mi(D,) =2Z/22, n>2. 
5) 对 二 73, 二 维 环 面 . 
环 面 与 积 空间 Si Xx Si 同 胚 ,容易 建立 下 列 公 式 ， 


mi( 蔗 x 烹 个 ~ 91( 太 ) Xmi( 防 '). 
由 此 推出 rt) —Z XZ, 
这 是 有 两 个 生成 元 的 自由 阿 贝尔 群 . 


也 可 利用 下 述 事实 推出 所 得 结果 ， 平面 Ba 是 fa 的 万 用 
覆 谷 ， 自 同 构 群 平移 mw 十 mio 构成 的 群 ， 这 里 ww' 是 天 
关 疝 量 ( 参 看 椭 加 函数 ). 

可 以 取 续 圆 与 子午 圆 为 中 (3) 的 生成 元 . 

6) 于 是 “ 双 筷 > 定向 曲面 

在 所 有 上 述 例子 中 , 我 们 可 以 明确 地 给 出 万 用 覆 秋 入 -> 
环 , 从 而 用 它 得 到 xm.( 邓 )、 对 于 本 例 这 就 困难 得 多 (有 时 借 
助 于 自 守 函数 可 以 做 到 )， 因 此 有 必要 使 用 别 的 方法 . 

我 们 把 曲面 闷 表 为 一 个 八 边 形 ， 这 八条 边 分 别 记 为 @， 
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5b, a 0 1 6 d, cd( 见 图 5)， 每 一 条 边 代 表 瑟 上 上 的 一 
条 闭路 , 其 同 伦 类 分 别 记 为 mw 
Co， “等 等 。 显然 ， 闭 
路 积 ugur-ap- ty8y 16-+ 与 0 
上 同 伦 ， 于 是 使 用 类 似 于 38) 用 
过 的 那些 形变 法 可 证 ，a，， 
7，6 生成 zwi( 苹 ), 它 们 所 满 
足 的 关系 都 是 下 述 关 系 的 推 
论 . 
oaBo "Bydy 6 "=1. 
因此 我 们 有 下 列 简写 表达 式 : 
rmi(X)= {a, B, Y, 6}/ (aBo Blydy 0). 
这 是 一 个 基本 群 不 是 阿 贝 尔 姓 的 空间 的 例子 。 


7. 单 连通 概念 的 应 用 . 单 值 化 定理 


单 连通 空间 的 概念 与 复 变 轩 数 论 的 关系 如 下 ; 

令 到 是 复 平 面 C 的 区 域 , wo 是 元 的 一 点 , fo 是 (2 一 %0) 
的 过 级 数 , 在 zo 的 一 个 邻 域内 收 敏 。 若 必 是 所 一 用 一 全 
路 ,以 zo 为 起 点 ， 则 可 和 定义 六 洛 着 解析 开拓 的 概念 ; 这 
一 种 运算 ， 一 般 说 求 ， 并 厅 总 是 可 能 的 . 对 于 给 定 的 级 数 记 
我 们 傻 淡 开 折 ， 导 是 只 臣 的 ， 并 设 所 是 单 连通 的 ， 于 是 存在 
到 上 的 全 纯 趣 涩 方 在 2 的 一 个 邻 域 内 与 fo 重合 这 访 臣 总 
值 化 定理 ， 意思 是 说 解析 升 折 与 道路 的 选取 无 关 . 对 于 两 条 
相 邻 的 道路 , 这 是 明显 的 ; 单 入 和 通 的 假设 则 可 以 使 一 条 道路 形 
- 谈 为 一 些 依次 相 邻 的 道路 曾 过 小 到 另 一 条 道路 . 
当然 , 这 个 定理 并 非 单 复 变 函数 论 特有 的 结果 , 对 于 多 复 
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变 责 数 , 调和 丽 数 等 也 是 对 的 . 唯一 的 条 件 是 要 求 开拓 的 局 部 
唯一 性 ， 

下 述 结果 可 以 归结 为 单 值 化 原理 

“G9, 互 是 两 个 连通 拓扑 群 ,了 是 把 @ 映 入 五 的 “局 部 同 

态 映 射 ”, 即 是 一 个 连续 映射 , 把 G 的 单位 元 素 的 一 个 邻 域 映 
入 五 ， 满足 f (wy) 一 f(z) 了 (9), 这 里 «与 y 同 单位 元 案 充 分 
接近 , 于 是 , 若 G 是 单 连通 的 , 则 存在 把 G 映 入 互 的 整体 司 
态 映 射 , 它 是 了 的 开拓 . 

例子 GR, H=Ai;G=6S:, B=S0;(3)( 见 § 1). 


3. 基本 群 概念 的 拓扑 应 用 


群 my() 显 然 是 空间 了 的 不 变量 ; 两 个 空间 马 与 互 ' 仅 
当 它 们 的 基本 群 局 构 时 才 可 能 同 坚 .我 们 可 以 癌 :， za( 王 ) 是 
否 与 了 的 其 它 拓 扑 不 变量 有 关 ， 特 别 是 否 与 了 的 同调 
群 ( 见 后 面 Li 许 互 效 的 讲演 ) 有 关 . 1 维 同 调 群 五 :( 子 ) 的 
定义 方法 实际 上 与 定义 my( 卫 ) 的 方法 很 接近 :闭路 不 过 就 
是 工 维 循环 , 同 伦 于 0 的 闭路 是 边缘 ， 然 而 其 逆 不 真 〈 见 工 . 
许 瓦 莹 的 讲演 )，, 群 wi( 际 ) 与 五 1 全) 一 般 是 不 同 的 ; 我 们 仅 
有 : 、 
若 rd 人) 是 阿 册 尔 群 , 则 Ra) 同 构 于 ex 人 )， 
由 此 可 知 , wi( 叉 ) 是 比 耳 1() 更 精确 的 不 变量 , 下 面 的 
例子 属于 交易 卡 四: 

设 人 是 空间 局 的 旋转 群 ， 它 保持 正二 十 面体 不 变 ; 已 
知 : 玉 网 询 于 五 个 文字 的 交代 群 4s。、 对 于 $1, o) 的 覆 蕉 妃 
Sa->SO(3),， 五 的 逆 像 G 是 5s 的 子 群 , Sa 有 120 个 元 素 ; 此 
外 , 群 G 如 有 是 阿 具 尔 群 , 碗 等 于 0， 于 是 , 定义 瑟 一 8a/G 
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即 是 Ss 关于 G 所 确定 的 等 价 关系 的 商 群 ; 空间 是 3 维 紧 
致 流 形 ， 以 Ss 为 其 万 用 履 蕉 ， 以 G 为 基本 群 ， 由 此 可 网 
Hi(w) =0, 2 与 Ss 有 相同 的 同调 群 ,虽然 mi( 半 ) 一 G 与 
mi(Ss) =0 不 同 ， 空 间 于 称 为 普 昂 卡 雷 空间 . 这 里 正好 提 一 
下 普 昂 卡 雷 猜测 (一 直 未 被 证 明 ). 
任何 单 连通 的 3 维 紧 致 流 形 均 同 胚 于 球面 Ss. 
作为 基本 群 在 拓扑 学 中 的 
另 一 应 用 ， 我 们 指出 下 面 的 纪 
结 定 理 : 
纽 结 是 指 局 中 与 圆周 S+ 


pe 同 胚 的 子 空间 W;， 换言之 , 这 
: 是 六 中 一 条 无 重点 的 闭路 .两 
- 条 组 结 尽 与 NV' 叫做 同 构 的 ， 

图 6 


如 果 存 在 把 整个 尼 映 成 自 沪 
的 同 胚 映射 ,把 广 变 成 六 ,并 保持 8 的 定向 , 同 构 于 平面 上 
请 的 纽 结 叫 简单 纪 结 (实际 上 没有 “ 打 结 ”)， 怎 样 证明 一 条 
定 的 组 结 , 例如 “三 时 纽 结 ”( 图 6), 不 是 简单 纽 结 呢 ? 注意 ， 
VW 与 和 同 构 ， 则 它们 的 补 集 BN 与 RW 同 及 ， 故 有 
相同 的 基本 群 ， 这 就 导致 猎 究 wi(R*~N), 称 为 纽 结 放 的 群 ; 
两 个 纽 结 的 群 如 果 不 同 构 ， 这 两 条 纽 结 就 不 同 构 ， 有 一 种 方 
法 , 可 以 由 生成 元 和 其 间 的 关系 来 确定 投射 给 出 的 纽 结 群 , 对 
于 简单 纽 结 Si, 这 个 群 是 2; 对 于 三 叶 纽 结 ,这 个 群 由 两 个 生成 
元 ww y 产生 , 其 间 的 关系 是 zyw 一 ywy. 因为 这 个 群 不 是 阿 贝 
尔 群 (事实 上 , 它 以 三 个 文字 的 对 称 群 作为 商 群 ), 故 不 与 局 
构 , 三 时 纽 结 的 确 是 有 结 的 , 正如 我 们 所 预料 那样 ! 
注意 , 这 里 同调 群 仍然 不 会 起 什么 作用 . 事实 上 , 对 于 任 
何 纽 结 入 , Hi1(R* 一 N)=Z. 
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9， 对 代数 函数 存在 定理 的 应 用 


设 。 是 复数 体 0 上 的 一 条 代数 曲线 , 无 奇 点 , 了 是 6 上 
的 有 理 函 数 . 可 以 将 了 视 为 把 e 映 入 球面 5S, 的 连续 映射 (将 
Ss 等 同 于 添 衣 了 无 穷 远 点 的 复 平面 C) ， 我们 不 考虑 了 为 常 
数 的 平凡 情形 映射 fc-~>Ss 使 。 成 为 54 的 一 个 “多 分 枝 履 
笃 ”, 这 表明 , 如 果 从 Ss 中 控 掉 使 映射 的 微分 为 零 的 点 , 便 
得 一 个 真正 的 履 雪 了 -> 他, 空间 卫 是 挖 掉 一 些 点 Pi, …, P， 
的 Sz, 了 是 控 掉 了 诸 Pi; 的 逆 像 的 ce。 这 就 是 单 变量 代数 函 
数 的 歼 曼 存在 定理 , 故 有 结论 ; 

挖 掉 了 点 Pi,…， Ps 的 球面 ， 它 的 任何 有 限 多 时 的 连通 
覆 登 结构 均 可 由 上 述 方法 唯一 得 到 . 

(唯一 性 容易 ; 存在 性 涉及 到 某 些 强 有 力 的 分 析 方 法 , 第 
一 个 (正确 的 ! ?证明 属 于 希 尔 伯 特 )， 

卫 =Ss 一 {号} 一 … 一 {Pr} 的 基本 群 是 有 7 一 1 个 生成 元 
的 自由 ( 非 阿 贝尔 ) 群 ， 上 述 结 论 可 以 化 为 代数 函数 的 存在 定 
理 ， 这 种 代数 函数 具有 若干 “确定 条 件 ”, 按照 7 一 个 已 知 代 
蔡 法 则 互相 替换 . 

作为 出 发 点 , 如 果 不 用 曲线 。 而 用 上 曲面 8S， 就 应 该 把 射 
影 直 线 Ss 换 成 射影 复 平面 Pa(O) , 把 点 Pi 了 ; 换 成 平面 
代数 曲线 Di，…， D,。 存在 (唯一 ) 定 理 仍 有 效 ， 这 就 是 恩 里 
克 定理 ， 


， 最 好 的 教材 无 疑 是 : 
239。 


rnhrelfall <Tehcrbneph der Topoogiey, meubner，1934; 


中 译本 < 拓扑 学 >， 江 译 活 


HH. Soifort und W. 
(helsea 1947 年 照相 找 册 ( 讽 第 站 坊 ， 篇 3 党 )， 


对 于 趟 本 群 、 万 用 强 爱 的 结构 及 此 在 全 扑 群 中 的 应 用 ,也 可 参看 : 
1,. Pontrijacin: «Topological Groups>, Princeton, 1946 《第 8 章 )， 中 译本 《 连 


5 
“站 芷 六， 庆生 华 诗 。 
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第 十 讲 “” 代 数 拓扑 ; 同调 论 初步 


工 . Schwartz ( 索 尔 本 大 学 教授 》 


我 们 先 要 讲 一 些 事 实 , 涉及 普 昂 卡 雷 时 代 所 谓 的 “形势 分 
析 ”(1'/Analysis situs)[ 注 ], 情 此 , 我 们 要 提出 “代数 拓扑 > 这 门 
学 科 中 一 些 最 基本 的 直观 概念 ， 其 中 重点 讨论 那些 与 “同调 
论 ” 有 关 的 问题 . 


1. 直观 几何 的 几 个 问题 


1) 球面 是 三 维 空间 的 曲面 , 球 玉 上 有 财 曲 线 的 概念 ， 通 
过 乌 扒 于 曲线 特征 的 连续 形变 ， 我 们 可 以 把 闭 曲线 缩 成 一 点 
后面 提 到 这 个 性 质 时 就 说 闭 井 线 同 伦 于 零 ). 

在 环 面 上 除了 上 述 类 型 的 曲线 C， 即 是 可 以 缩 成 一 点 的 
闭 曲 线 , 特别 是 环 面 上 一 个 充分 小 区 域内 的 所 有 闭 曲 线 外 , 环 
面 上 显然 还 有 另外 一 些 曲 线 0, 例如 经 圆 ," 绍 中 心 贺 周 旋转 ， 
以 及 曲线 C ,例如 纬 圆 ， 绕 环 面 的 轴 旋 转 ， 上 曲线 C 和 0” 都 
不 可 能 由 使 之 保 拒 闭合 的 连 轨 形 变 殖 成 一 民 也 不 可 能 彼此 
互 蓄 . | 

上 面 提出 4 的 问题 中 就 是 同 调 论 的 研究 对 象 . 

2) 纵 成 一 点 的 问题 与 交 截 问题 有 关 : 例如 环 夯 上 的 曲线 


CO 与 C” 必 冠 至 少 相 交 了 一 点 (我 们 不 妨 回想 二 次 曲面 上 的 
两 族 丙 母 级 ). 
”[ 注 ] 今 称 拓 扑 学 。 一 一 译 者 注 
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3) 区 域 问题 

考虑 “有 洞 的 "三维 空 间 豆 ， 即 控 去 一 点 ， 例 如 挖 去 原点 
后 的 有 (所 以 是 尼 一 0)， 其 中 每 条 闭 则 线 可 缩 成 一 点 ， 但 不 
是 所 有 的 闭 曲 面 都 能 缩 成 一 点 :如果 O 属于 一 个 球面 的 内 部 
区 域 , 则 该 球面 在 好 中 不 能 缩 成 一 点 , 否则 形变 时 将 通过 0. 
这 就 提出 曲面 同 伦 的 问题 。 我 们 又 碰 到 了 一 张 曲 面 〈 例 如 上 
述 球面 ) 与 一 条 曲线 (例如 半 直 线 0Oz) 的 相交 间 题 . 

如 果 没 有 精确 的 定义 ， 显 然 不 能 从 数学 上 来 研究 这 些 问 
题 、 例如 , 紧 致 曲线 是 指 区 闻 [0, 匡 的 连续 像 ， 如果 0 与 工 有 
同样 的 像 , 就 说 该 曲线 是 闭 的 .对 于 平面 , 我 们 知 记 约 当 和 定理 
的 结论 ， 任 何 无 重点 的 闭 上 曲线 将 平面 分 成 两 个 区 域 。 ( 依 定 
义 ， 同 一 区 域内 的 两 点 可 以 用 一 条 与 给 定 的 闭 曲 线 无 交点 的 
连续 曲线 联结 起 来 , 但 不 同 区 域 的 两 点 , 则 不 可 能 这 样 联结 起 
来 . ) 因此 发 生 一 个 交 截 问题 ， 这 个 结果 在 环 面 上 不 成 立 ， 因 
为 上 面 提 到 的 曲线 C“ 与 CO” 虽然 都 是 闭 昌 线 上 且 无 重点 ， 但 却 
不 能 把 环 面 分 成 两 个 区 域 . 如 果 考 虑 到 这 个 情况 , 就 不 能 认为 
上 述 结果 是 显而易见 , 无 足 轻重 的 ， 

4) 向 量 场 问题 

在 一 个 圆周 卡 , 显然 可 以 定义 一 个 向 量 场 , 向 量 与 圆周 相 
切 , 随 图 周 的 点 连续 地 变动 , 决 不 为 零 。 然而, 在 成 的 一 个 球 
面 上 这 是 可 能 的 吗 ?回答 是 “不 可 能 ”. 不 过 , 在 RB 的 三 维 球面 
上 却 又 是 可 能 的 . 可 以 证 明 ; 在 BR"* 的 球面 S" 上 ， 存 在 这 样 
的 场 的 充 要 条 件 是 : w 为 奇数 .这 个 问题 对 沿 面 上 微分 方程 的 
研究 极 重 要 , 诸如 存在 性 , 奇 点 分 类 , 颈 状 区 (Col) ， 纽 结 等 等 
( 勒 夫 西 兹 的 工作 ). 

5) 变换 的 不 动 点 存在 问题 具有 同样 性 质 , 例如 ， 可 以 证 
明 , 每 个 把 球体 映 入 自身 的 连续 映射 至 省 有 一 个 不 动 上 已 ， 
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6) 当 我 们 讨论 复 平面 内 留 数 的 计算 时 , 要 研究 一 个 此 线 
积分 , 计算 积分 曲线 “环绕 ”原点 或 麻 点 多 少 次 。 这 是 一 个 正 
数 , 零 或 负数 , 依赖 于 所 考虑 的 奇 点 同 复 平面 无 穷 远 点 相 联 的 
一 条 曲线 与 积分 曲线 交点 的 “代数 个 数 . 这 个 “环绕 数 " 应 予 
定义 , 虽然 就 简单 情形 而 言 在 直观 上 是 显然 的 . 


2. 曲面 的 边缘 


我 们 来 更 详细 研究 一 个 问题 , 它 与 上 述 诸 问题 都 有 关 , 而 
和 且 特 别 有 代 表 性 ， 我 们 只 讨论 紧 致 空间 . 

在 一 个 相当 简单 的 拓扑 空间 上 , 假设 有 一 条 闭 曲线 (不 论 
是 否 有 重点 ), 该 曲线 能 否 是 一 张 曲面 的 边 
缘 ? 

首先 直观 地 和 看 一 下 上 面 所 提问 题 的 意 
思 ， 假设 (图 1) 一 条 曲线 围 成 一 张 定 向 则 
面 L 注 ], 曲线 的 定向 应 该 与 所 选 定 的 方向 一 图 1 
致 ， 反 之 , 设 有 一 闭 曲 线 洪 确定 方向 绕 行 , 它 能 否 成 为 一 张 曲 
面 的 “边缘 ” 在 球面 上 是 对 的 , 它 是 两 张 上 曲面 的 边缘 ,这 两 张 
曲面 必 有 不 同 定 向 。 然而 在 环 面 上 呢 ? 对 于 类 似 于 经 加 的 曲 
线 0", 结论 不 对 ， 因 为 对 环 面 定 了 向 后 ， 曲 线 0 上 就 有 一 个 
二 重 方 问 ; 这 条 曲线 沿 相 反 的 方向 绕 行 两 次 , 所 以 应 该 看 成 是 
零 . 对 于 曲线 0", 例 各 纬 圆 , 情况 也 是 一 样 . 因 些 , 在 环 面 上 有 
些 闭 赐 线 不 能 成 为 曲面 的 边缘 ， BR 一 0 的 情形 也 一 样 ， 如果 
黑 我 们 前 面 遍 说 , 只 考虑 紧 致 曲面 , 即 是 不 考虑 汇 穷 远 点 ， 在 

[ 注 ] 原文 为 在 其 上 每 一 点 都 定向 的 曲面 ， 曲 面 可 以 有 “在 一 点 定向 ?的 概 


念 ,而 且 写 整体 定向 的 概念 一 致 ， 但 这 里 似 与 局 部 定向 无 关 , 故 略 去 
“在 其 上 每 一 点 ”。 译 者 注 
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0 了， 一 条 闭 曲 线 是 曲面 的 边缘 ， 但 一 张 含 有 C 的 球面 
出 不 是 六 毕 . 

上 面 所 举例 子 对 天“ 缩 威 一 点 与 “曲面 的 边缘 "这样 两 个 
问题 情况 都 一 梯 ， 这 表明 这 两 个 概念 之 间 是 有 联系 的 , 首先 ， 
缩 成 一 点 是 同 伦 问 题 , 其 次 , 曲 协 边缘 的 研究 是 问 调 问题 ， 这 

两 问题 并 不 等 价 ; 同 伦 的 观点 更 精细 , 即 是 说 , 凡是 可 以 由 连 
续 泛 变 缩 成 一 点 的 闵 曲 线 都 是 曲面 的 边缘 ， 上 凡是 可 缩 成 一 点 
的 闭 申 面 都 是 一 立体 的 边缘, 等 等 ,但 其 道 不 确 : 有 些 骨 而 4 立 
体 等 ) 的 边缘 ,不 可 能 由 连续 形变 缩 形 一 点 ， 下 面 举 些 例子 来 
说 明 : 

第 工 个 例子 ”在 平面 天 内 , 挖 掉 两 点 4 与 已 , 画 出 昌 线 
1284, 如 图 2 所 示 . 这 曲线 显然 是 昨 面 的 边缘 , 假设 按 弧 段 壮 
与 3 逆向 , 2 与 4 道 向 定义 方向 ,， 则 在 同调 的 意义 下 ， 则 线 归 
结 为 零 ,但 是 在 同 伦 的 意义 下 , 它 不 能 缩 成 一 点 . 


第 2 个 个 子 图 3 玫 示 负面 上 上 打 了 两 个 润 ， 把 一 根 管子 
的 两 头 控 在 润 口 . 环绕 这 两 个 洞 的 闭 曲 线 C 是 一 张 昌 机 的 边 
毕 , 但是, 它 显然 不 能 化 成 零 ， 即 使 管子 化 成 一 条 联结 两 点 的 
线 . 

因此 , 同调 论 比 同 伦 论 简 单 . 后 者 秘 克 于 普 晶 卡 雷 , 但 人 
们 很 快 就 去 搞 同 调 论 了 . 
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特别 , 对 于 上 上 醒 演 到 的 留 数 定理 , 真正 起 作 沁 的 是 同调 论 
的 观点 . 再 提 一 下 那个 定理 ， 开 头 说 得 很 含糊 , 若 Fe) 是 平 


而 上 的 一 致 全 纯 函 数 , 则 | F (2) ds 一 0, 其 中 ，C 是 任意 闭 曲 


线 . 得 是 , 如 时 图 数 有 极点 ， 柯 西 站 对 每 一 极点 定义 了 画 数 在 
该 下 的 所 谓 加 数 , 而 柯 本 基本 定理 可 以 烛 为 下 述 等 式 
元 了 | Jade 一 了 BR。 

上 式 右 端 是 临 线 0“ 包围 ” 的 诺 极 点 外 留 数 的 和 . 

”就 图 2 来 说 , 显然 可 见 , 4 与 8B 若 为 极点 , 则 积分 为 零 , 因 

ek 迷 曲 线 为 边界 的 曲面 不 含 极点 .但 积分 上 曲线 不 能 (不 穿 
豚 点 ) 缩 成 一 点 . 就 图 4 来 说 , 积分 曲线 的 走向 如 图 所 示 , 有 

要 规定 4 那 种 点 的 系数 为 I，B 那样 的 点 的 系数 为 2. 同 

样 , 就 图 5 及 5 而 言 , 必须 使 用 十 1 与 十 二 或 十 与 一 二 . 
因此 ， 为 了 赋予 一 张 曲 面 在 

极点 邻近 的 系数 ， 必须 考虑 曲面 

的 边 绎 曲线 ， 考 虞 上 曲线 的 定 同 以 


及 曲面 极点 的 阶 数 . 
复 变 煞 的 有 理 分 式 可 视 为 黎 
曼 球面 上 的 亚 纯 函数 ， 而 该 球面 4 
的 线 CO 是 两 张 留 面 心 : 与 品 的 边 乡 毕 ，S1 与 Ss 的 
入 做 训 训 个 球面, 应 分 别 赋 与 系数 十 I 与 一 4, 因此 沿 CO 的 
积分 位 -S51 内 江 极 点 的 儿 数 利 诚 寺 Sa 内 诸 极 点 的 留 数 
刑 1， 由 此 办 和 留 数 总 和 是 零 ,然而 ,很 明显 , 实际 上 所 考虑 的 曲 
pep /二 
二 > 
区 5 图 5 


线 O 并 不 影响 这 结果 ; 只 需 考虑 整个 球面 , 其 边缘 为 零 , 便 可 
得 到 结论. 


3. 确切 的 定义 


我 们 刚才 指出 了 问题 是 怎样 产生 的 ， 使 人 感到 了 它 的 重 
要 性 , 现在 的 问题 是 要 给 以 精确 的 形式 .任何 数学 理论 都 表达 
一 种 直观 的 思想 , 但 应 当 不 断 使 直觉 升华 , 较为 直觉 有 但 于 论 
证 , 并 有 陷入 “ 偷 送 论据 ”[ 往 ] 的 危险 ， 我 们 将 只 讨论 紧 致 拓扑 
空间 ， 人 鲍 如 球面 5? 或 环 面 22 所 考虑 的 曲面 都 假设 是 可 三 
角 齐 分 的 ， 即 是 可 用 一 些 单 形 铺 注 , 

复 形 ”我 们 已 经 知道 ( 见 互 . 嘉 当 的 讲演 ) 如 何在 谎 中 
定义 % 维 单 形 (mw 一 0 时 是 一 点 ; mn 一 1 时 是 线段 ; mn 一 2 时 是 三 
角形 面 ; mn 一 3 时 是 四 面体 , 等 等 ), 以 及 如 何 定 义 单 形 的 面 ， 即 
是 维 数 小 于 %? 的 单 形 . 我 们 说 ， 财 面 8S? 或 了 2 或 者 任何 紧 致 
拓扑 空间 可 以 用 单 形 铺 满 , 如 果 下 人 列 条 和 件 满足 . 

1) 曲面 上 的 单 形 是 从 好 P 的 单 形 出 发 ， 经 同 胚 映射 确定 
的 ， 茧 面 上 选 出 的 每 一 单 形 o 都 毕 过 一 个 确定 的 同 胚 映 曙 对 
应 于 天 的 一 个 单 形 ct (从 而 o 的 所 有 维 数 二 n 一 1 的 面 完 全 
确定 ); o 叫 拓 提单 形 . 

2) 曲面 被 有 限 个 单 形 覆盖 ( 紧 致 性 假设 )。 

8) 两 个 单 形 的 交 或 者 是 空 集 , 或 者 正好 是 一 公共 面 . 

如 果 一 个 空间 存在 这 样 的 填 铺 方式 , 网 称 为 复 形 ， 

一 般 , 根据 条 件 2), 对 于 这 种 剖 分 给 出 的 复 形 , 可 以 定义 
它 的 拓扑 维 数 是 所 含 单 形 的 最 大 维 数 m%， 但 必须 指出 ， 折 和 孙 
有， 印证 明 中 以 本 身 尚 情 证 明 的 判断 作为 论据 的 一 种 逻辑 吝 误 。， 一 一 译 
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维 数 可 能 不 是 处 处 一 样 ( 例 如 , 考虑 添上 一 条 细 线 的 球面 ). 
假设 曲面 可 三 角 放 分 , 就 可 以 使 问题 大 大 简化 ; 例如 , 一 


条 有 曲线 就 是 一 维 单 形 的 并 集 ， 但 是 ,每 一 拓扑 流 形 都 可 三 角 


前 分 蚂 ? 这 个 问题 一 般 没 有 解决 ， 不 过 , 提出 这 个 简化 假设 是 
有 道理 的 , 至少 开头 是 这 样 . 另 一 方面 , 我 们 指出 , 一 个 空间 
即位 有 若 于 不 局 的 三 角 痢 分 ， 但 下 面 要 定义 的 网 调 群 却 与 所 
选取 的 剖 分 无 关 ， 

复 形 的 链 ”首先 定义 2 维 胞 腔 . 


一 和 维 胞 腔 是 排 成 一 定 次 序 的 一 组 p 十 i 个 相同 或 不 同 的 


原 ， 记 为 coai…'cp， 这 些 点 是 复 形 的 同一 个 单 形 的 所 有 项 感 ， 

0 维 胞 腔 是 三 角 齐 分 的 任 一 顶点 ao. 

1 维 胞 腔 是 一 维 单 形 的 两 个 顶点 的 组 aomz. 必须 注 意 ， 
cao 是 另 一 个 工 维 胞 腔 ， 它 与 aoci 是 完全 不 同 的 ，aoQz 也 视 
为 1 维 胞 腔 , 它 的 两 个 顶点 重合 . 

2 取 定 后 ,p 维 胞 腔 的 个 数 Am 有 限 (假设 2), 可 以 记 成 : 

yp, Vhs“; VP”. 

p 维 链 就 定义 成 加 维 胸腔 的 整 系 数 的 形式 线性 组 合 ， 

7 em E27. 

定义 链 的 加 法 法 则 如 下 ， 

SE + F909) = TEN ys. 

这 加 法 是 结合 的 , 交换 的 ; 零 链 ( 对 于 所 有 纪 名 一 0) 是 加 
法 零 元 素 ， 

因此 , 2 维 链 的 集合 是 一 个 阿 幢 尔 群 , 记 殉 过 9 

2 维 链 的 边缘 ”这 是 一 个 (p 一 1) 维 链 ， 下 面 给 出 定义 ， 一 
个 了 维 链 依 定义 可 以 写成 

> 
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阿 贝 尔 称 , 含 字 2 斑 锭 松 Z'y 内 . 
1) 边 经 十 一 个 镭 环 ， 人 人 进 比 这 多 绿 己 为 宪 , 只 答对 
一 个 及 用 EE) 和 二 (277 一 可 . 例如 
GF BC) 一 pao wb, 


Bd) =0—b—ctetitbo—ae=0, 


推广 组 一 二 开光 国难 ， 
过 让 大 汰 过 了 表 的 邢 些 统 链 的 集合 ， 风 调 包 


LE A 
1 J 和 Yi 
这 红 有 介 么 主 


含 关 系 ; 7 并 7D 盖 P， 

2) 这 样 一 来 , 边缘 群 是 循环 群 的 子 群 , 但 是 , 这 些 群 是 否 
相同 呢 ? 赁 直观, 对 于 球面 和 答案 是 肯定 的 ， 而 对 丈 国 73 则 
不 然 , 研究 商 群 Z9/ Bo = 五, 便 可 作 确 切 的 比较 . 这 商 群 称 为 
所 研究 流 形 的 p 维 同调 群 [ 注 ], 4 它 刻 划 了 所 研究 的 结 和 构 . 成 为 
边缘 的 2 维 链 即 Bo 的 元 素 册 做 同调 于 零 的 , 记 成 ~0， 两 个 


-循环 2 与 4 叫做 同调 的 , 如 果 它 们 属于 同一 个 等 价 类 , 即 它 


飞 的 差 同调 于 零 (换言之 , 这 差 是 边缘 ), 写成 卫 王 三 . 
同调 群 的 计算 是 按 代数 拓扑 的 方法 进行 的 ， 我 们 只 指出 
几 点 注意 . 
a) 退化 胞 腔 ca 是 循环 ， 因 它 的 边缘 是 c 一 c 一 0， 但 cc 
是 边缘 吗 9 是 的 , 它 是 ca 的 边缘 , 故 它 同调 于 零 ,就 是 说 可 
wo 从 链 中 滑 去 : ag~0. 

b) 链 Q2 填 be 同调 于 零 ，Qb 十 ba~0， 事 实 上 , 0Q2 的 边 
综 7 500) 一 Qab6 一 600 十 Pea~Qb 十 bw，、 因 此 ， 从 同调 的 观 点 看 ， 
可 用 一 pe 代替 cb, cp 一 一 bc. 

c) 更 一 般 , 在 一 个 胸腔 中 ,对 顶点 施行 置换 得 到 新 的 胞 
腔 , 与 原来 的 胞 腔 是 否 同调 , 就 看 所 用 的 置换 是 偶 置 换 还 是 奇 
置换 而 定 

计算 同调 群 的 例子 

1) 球面 心 ? 假定 已 经 三 角 痢 分 ，0 维 循环 就 是 0 维 链 


了 Sa 诸 略 是 三 角 削 分 的 顶点 . 


0 维 边缘 是 0 维 循环 之 &eo， 使 得 立 和 一 0 这 个 条 件 显 
然 是 必要 的 , 因为 它 对 于 胞 腔 的 边缘 为 真 ， 它 又 是 充分 的 , 因 
为 在 球面 上 ， 可 以 把 一 个 选 定 的 顶 局 Qo 与 任何 顶点 ww 联结 起 

[ 注 ] 提醒 一 下 , 著 纺 是 用 加 法 表示 的 阿 贝尔 群 , 召 是 其 子 群 ， 则 五 一 G]BB 
是 由 下 列 关 系 确定 的 等 价 类 的 集合 : XE2, YE 2, VE=2Wh30 一 4E BB. 
+ 239 ， 
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来 ,所 以 链 (qi 一 qo) ~0。， 然而 ,车 一 0, 则 E01 一 于 
— to) ~0. 

于 是 , 两 个 0 维 循环 等 价 即 同调 , 如 果 它 们 有 同样 的 整数 
值 也 &:.， 这 表明 同调 群 了 Ho。 一 2Zo/Bo 是 怠 数 群 . 

我 们 看 到 只 要 任意 两 点 都 可 以 用 工 维 单 形 构成 的 折线 联 
结 起 来 , 就 是 说 , 所 考虑 的 复 形 是 连通 拓扑 空间 , 那么 上 述 结 
论 仍然 成 立 ， 例 如 , 不 相交 的 两 个 球面 的 并 集 就 不 是 这 样 , 这 
时 , Ho 是 整数 对 所 成 的 群 , 它 给 出 了 连通 区 的 个 数 ， 

现在 研究 五 := 2Z1/ Br 可 证 在 球面 上 每 个 1 维 循环 都 
是 边缘 ， 故 Bi 等 于 21， 因 此 五: 是 仅 有 零 元 素 0 所 成 的 群 
(为 了 完成 证 明 , 要 利用 三 角 谢 分 , 例如 ,分 成 8 个 三 角形 , 它 
们 的 边 都 是 四 分 之 一 的 大 圆 ). 

我 们 不 讨论 二 维 同 调 群 了 . z 

2) 在 一 点 0 处 穿孔 的 平面 , 即 是 RB? 一 0。 这 不 是 紧 致 空 
闻 , 但 我 们 规定 只 使 用 有 限 多 个 胞 腔 组 成 的 链 , 以 便 继 续 使 用 
有 限 间 调 论 或 具有 紧 致 支 集 的 同调 论 的 方法 . 可 以 证 明 , 能 够 
定义 一 个 基本 循环 yi， 它 的 同调 类 用 1 表示 ， 使 得 任何 循环 
7 都 同调 于 基本 循环 的 n 倍 (从 而 y 一 “2 人 0， 这 是 边缘 )， 这 
里 整数 % 的 符号 任意 、 按 定义 , 相应 于 整数 % 的 同调 类 , 就 是 
“围绕 点 0 的 代数 次 数 为 ”% 的 ”那些 循环 组 成 的 等 价 类 ， 因 
此 ,1 维 同调 群 是 整数 群 . 

3) 环 面 T3， 用 代数 拓扑 的 方法 可 以 证 明 ， 环 面 的 同调 
群 是 整数 对 Cm, n) 所 成 的 群 , 其 加 法 法 则 为 

(mm, WW) + ND) 一 (02 十 02 Nn). 

如 果 我 们 用 (1, 0) 代表 同调 于 环 面 经 圆 的 曲线 0， 用 (0, 1) 
代表 同调 于 环 面 纬 圆 的 曲线 0”， 则 每 一 循环 同调 于 me' 十 
no ，m 与 % 是 唯一 确定 的 ， 因 此 , 我 们 说 , 在 代数 意义 下 , 这 
。240 . 
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个 循环 周 绕 中 心 圆周 % 次 , 围绕 旋转 轴 % 次 .例如 Villarceau 


图 环绕 旋转 轴 及 中 心 圆 各 一 次 , 其 同调 类 是 ( 土 ， 土 1)[ 注 ], 


[ 注 ] 0’ 与 0” 都 有 确定 的 走向 ， 和 u 与 % 是 符号 任意 的 整数 ， 有 两 族 . 
Villarcean 圆 , 每 一 族 都 有 两 个 走向 。 因 此 纵 出 四 个 同调 类 ; (1 4)， 
(i, 一 蕊 ， (~1, 1)， 《一 也 一 二 ) 。 


* 241。 


